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数论 是 最 十 老 的 数学 分 支 之 一 。 但 是 数论 在 近似 分 析 问 题 上 
系统 的 应 用 研究 ， 则 还 只 有 二 十 年 历史 ， 这 显然 是 由 于 电子 计算 
机 的 发 展 与 应 用 的 结果 ,从 而 使 人 们 的 思想 与 眼界 比 过 去 开阔 了 ， 
例如 ,由 于 计算 工具 的 落后 ,关于 数值 积分 的 研究 , 几 个 世纪 以 来 ， 
常常 局 限于 单 重 积分 的 数值 计算 问题 ， 直 至 五 十 年 代 ， 多 重 积分 
近似 计算 的 研究 ， 才 如 雨后春笋 般 的 发 展 起 来 。 数 论 方法 也 是 研 
究 多 重 积分 近似 计算 的 重要 方法 之 一 . E 

本 书 所 介绍 的 数论 方法 是 用 来 研究 多 变数 的 近似 分 析 问 题 
的 ， 简 而 言 之 ， 首 先 用 数论 方法 构造 出 高 维 立 方 体 中 的 一 致 分 布 
点 集 贯 然后 将 这 一 点 集 货 用 于 高 维 近似 分 析 问 题 , 即 利用 它 将 一 
个 连续 性 的 问题 化 为 离散 性 的 问题 来 处 理 。 例 如 要 计算 一 个 高 维 
立方 体 上 的 定 积分 ,我 们 就 用 事先 选 定 的 一 致 分 布点 集 上 的 被 积 
永 数 值 构成 的 单 和 来 逼近 多 重 积分 . 在 被 积 函 数 适合 一 定 的 条 件 
下 ， 有 逼近 的 误差 主 阶 是 与 维 数 无 关 的 。 有 时 甚至 是 至 于 至 善 的 . 
值得 一 提 的 是 可 以 证 明 用 古典 方法 得 到 的 高 维 数值 积分 公式 ， 误 
差 的 主 阶 是 与 维 数 有 关 的 . 当 维 数 稍 大 时 ， 误 差 便 很 大 而 无 法 使 
Я. 所 谓 Monte Carlo 方法 得 到 的 误差 ,虽然 亦 与 维 数 无 关 , 但 却 
是 概率 意义 的 误差 ,而 不 是 普通 意义 的 误差 。 当然 ,也 可 以 利用 一 
致 分 布点 集 贯 来 构造 膛 近 多 变数 周期 状 数 的 三 角 多 项 式 ; 利用 它 
来 构造 近似 计算 某 类 积分 方程 解 的 代数 方程 组 等 等 ， 

数论 中 的 不 少 重要 原理 与 方法 ,例如 同 余 式 论 ,指数 和 的 估计 
方法 , 委 番 图 逼近 论 与 代数 数论 中 的 一 些 重要 结果 ,都 可 以 有 效 地 
用 来 构造 高 维 一 致 分 布点 集 贯 ， 这 些 近似 分 析 中 的 数论 方法 基本 
上 都 产生 于 五 十 年 代 末 .。 例如 ， 借 助 于 某 种 完整 三 角 和 的 估计 ， 
Коробов, Н. M. (1957) 定义 了 高 维 空间 所 谓 的 方 客 点 集 贯 . 借 
FIFE, Halton, J. H.U! (1960) 推 广 了 Van der Corput, J. 


. V . 


G. AA, AA r 进位 小 数 定 义 了 高 维 空间 的 一 致 分 布点 集 贯 ， 
Коробов, H. М.2! (1959) 与 Hlawka，E,B (1962) 独立 地 定义 了 
所 谓 的 完全 佳 格 点 点 集 贯 。 BaxBamrog, Н. C.M (1959).5j Haselgro- 
ve, С. В.19(1961) 独立 地 定义 了 适合 某 些 丢 番 图 不 等 式 的 高 维 空 
间 佳 点 贯 。 关 于 利用 实 分 圆 域 的 独立 单位 组 来 构造 高 维 空间 一 臻 
分 布点 集 贯 的 思想 , 是 华罗庚 与 王 元 中 于 1960 FRR. ATZ 
一 方法 在 近似 分 析 问 题 上 的 应 用 及 理论 探讨 见 华 罗 庚 与 王 元 [4， 
5,6,7,81, 在 1974 年 ,华罗庚 与 王 元 57 还 提出 了 用 РУ 数 的 极 
小 多 项 式 构造 的 递 推 公式 来 定义 高 维 空 间 一 致 分 布点 集 贯 的 方 
法 . 经 过 二 十 年 ,无 论 在 实际 应 用 上 , 还 是 在 理论 上 , 这 些 方法 都 
取得 了 很 好 的 成 果 ， 因 此 在 理论 上 对 这 一 新 兴 的 近似 分 析 分 支 进 
行 一 次 总 结 ,使 数论 理论 研究 工作 者 及 实际 数值 计算 工作 者 , 皆 能 
更 易于 了 解 这 一 分 支 的 内 容 ， 也 许 会 有 一 些 方便 之 处 .这 就 促使 
我 们 来 撰写 这 样 一 本 小 册子 . 

本 书 所 需 的 数论 知识 , 除 华罗庚 《数论 导 引 》 的 若干 章节 外 ,还 
需 几 条 更 深 的 数论 定理 ,关于 这 些 定理 的 证 明 , 本 书 提供 了 参考 资 
料 , 以 供 查阅 . 除 引 5.1 外 ,其 余 定理 只 与 个 别 章 节 有 关 . 书 末 附 有 
“ 格 点 点 集 表 ”, 以 供 从 事实 际 工作 时 查阅 ， 本 书 的 参考 资料 , 仅 限 
于 与 书 中 所 涉及 的 内 容 相 关 的 部 分 。 其 他 有 关 重 要 资料 ， 关 于 多 
重 积 分 近似 计算 问题 ,请 参看 Haber, S. [1] 与 Stroud, А.Н. [1]. 
关于 一 致 分 布 理 论 及 应 用 ， 请 参看 Kuiper, L. 与 Niederreiter, 
H. [1]. 

ERTENED Eh, AEG ӨР {НГ ТЕК. ВЕ, 徐 钟 
Е, ре, ЕЖЕ 5598 239 и ЕҤ AB ЗУ ЧЭЭЖ 738 , 
我 们 还 不 断 收 到 读者 来 信 , 对 我 们 的 工作 提出 了 很 多 宝贵 意见 .我 
们 遮 在 此 致 以 最 衷心 的 感谢 . 

最 后 ;限于 作者 水 平 , 书 中 缺点 与 错误 一 定 不 少 ， 我 们 衷心 希 
望 这 本 小 册子 问世 后 ,能 得 到 更 多 的 批评 指教 . 

华罗庚 T 元 
1976 年 5 月 5 日 完稿 ， 1977 Æ 11 月 29 日 修改 
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51. 代数 数 域 的 单位 
命 “ 是 一 个 * 次 代数 数 ， 则 代数 数 域 多 ,= R(a) 是 a 的 有 
理 系 数 多 项 式 所 演出 的 域 , 
对 于 多 ,中 的 一 个 数 太一 8 3), 50, «59 表示 其 全 体 
ЖЖ, BUE m. o, 是 多 ,的 整 底 ， 作 方 阵 
Q= (0), 1=<;,;<:, 


则 方 阵 
$ = Q'Q = (> ою оўо), 14121, 1<; 
k-l 


称 为 多 ,的 基 方 阵 ， 显 然 基 方 阵 是 有 有 理 整 元 素 的 方 阵 ， 在 模 群 
作用 下 ， 基 方 阵 的 不 变性 是 表示 代数 数 域 的 一 个 特征 。 $ 的 行列 
XX А = det S 称 为 域 的 基数 . 

HE s= л +2, ЕСН, а, а”, 2,000 是 实 
BJ, amr. ... аст 是 复 的 ,而 且 атто = mtb, гэх шт”? 
= tt. БСРГЕН ЕЕ Я, 常 有 

prn = НӨ, q«i 
换言之 ,对 于 任何 $, ТЕ š НУЖЕН RSA 7, 十 六 个 不 同 的 绝 
对 值 
EEE 
а-я, od 
ЭХЭЭР 
为 多 ,的 一 组 单位 ， 若 
дег (108122) к0,2«1« ,.,1к/«».-1, 


WER £15***, Er! 为 = ;的 一 个 独立 M. 单 位 组 
由 RARI Dirichlet 定理 可 知 Я, 中 必 存 在 一 个 独立 单位 组 
(BL Fricke, В. 1112, 


今后 用 c (f, aO RRRS J, е 857 .. 有 关 之 正 常数 ,但 不 
一 定 代表 同一 数值 ,不 再 声明 , 
本 节 将 证 明 


定理 1. Eu Yu * *"» Yr 为 任意 一 组 满足 
Жи > 2 =0 (1) 
181 


і=г. +1 


之 实数 , 则 存在 单位 96 多 ,适合 于 


Tei S jg) < се, 1<i< r, (2) 
И с = eC 2. 
ШЕ, 46.70.9623 为 多 ,的 一 个 独立 单位 组 , 且 命 
ED = gfh.. gt, 41881,2, 99127 
及 e = е, 此 处 
| r—1 、 
= 27 ( log | f? 3 
a mx >| og 16) 11), (3) 
则 得 
fi Tz r—1 
Т JED] П СЫДЫ: П (H BA I син y -1, 
121 1=1 . =i 
(4) 
解 线性 方程 组 и 
alog Jep] + … + amilog [601] — у, 1676, (5) 


方程 组 (5) 中 共有 r — 1 а, n, 7 个 方程 ， 由 于 
det Clog |801) 50, 2<7<,1<)у<—1, 
所 以 除 i = 1 所 对 应 的 方程 外 有 唯一 的 解 。 由 (1), (4) 可 知 这 一 
解 适合 于 i = 1 所 对 应 的 方程 . 
命 b, 是 最 接近 于 ар 的 整数 , 则 
lasal <, 16467-1, 


定义 单位 
| лб 20) = вн. «уд 
今 往 验 证 7 适合 条 件 (2), ЕН (3), (5) 可 知 
llog [| — log |£? | | = [log |7®| — vid 


r—1 


<> — all log e£] | < 


故 得 (2) 式 .定理 证 完 . 
НЯ TERARI F o IX үүл y, т. = cc уул" 7» 
则 条 件 (2) 变 为 
у 105—1) = 0 或 了 一 一 
故 由 定理 1 推出 


定理 2.。 假定 4 为 :次 实 代数 数 , 则 对 于 任意 实数 у, ҮР 
y € F, E 


Ү 
s— 1° 


c ter < || < сет (6) 
与 


cT < I? | < се TT, ¿= 2,5,4, (7) 
此 处 с = eC. 
特别 取 > = 1, 2, -- 时 ， 则 由 定理 2 可 知 实 域 中 存在 绝对 
值 趋 于 无 穷 的 单位 贯 , 其 共 恩 数 都 差不多 大 ,所 谓 差不多 大 者 是 指 
相差 一 个 只 与 域 多 ,有 关 的 常数 倍数 ， 
. Ш. 
”在 (6) 中 我 们 不 妨 假 定 n> 0, 否则 可 以 取 一 7 代替 л, 


$2. SE IE BST REGN JT 


dp 多 ,为 实 代 数 数 域 ， 则 ын 1.2 (8051, 定理 2) 可 知 
# ,中 有 递增 的 单位 贯 %1.(1 = …) 适合 于 


тэ», eC), 2<i <. (1) 


-X гэ (2) 


мо = У, 16165, (з) 
i=l 
Jl x 5 200 < ; < 5) BEARREN, 


本 节 将 证 明 

定理 1. 命 m(1 = 二 1, 2,…) 为 适合 于 (1) 的 单位 贯 , Cus 
MD, .-., ВО) (1=1,2, +++) ЖЕШ (2), (3) 定义 的 有 理 整 数组 
贯 , 则 有 整 底 的 有 理 有 逼近 式 
ГАО 


-1--1- 
18 e| «cron 1, p«i«. (4) 
т 


证 .为 简单 计 , 略 去 指标 1， 由 (1), (2), (3) 可 知 


-24- -—L- 一 一 一 
n= n + OG 73) = n + 0773) = 40 + 07 771) 
t 
— 

= -1--4 
в; = qo; + OQ 77) = ца (1 + Ol 712), 
所 以 


-1-44 


3, ЕРГӨЧЛЭЧшэЛСҮЧ Оа туу 


= w; + Oln =), 1<ies, 
其 中 与 “0” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 Ze. EMET. 
Aqu n a <<) 的 表达 式 ， 将 7 了 表 为 


1 = > kioj» (5) 
此 处 C1 < ; < :) Ажи, НС) ЖАЗЫШЫ ТЕ 
СОНССОН? (6) 
因而 
(0, 55, ПО) = Cko c R08 m Os rn А). (7) 
又 命 


> ао; = 1, (%) 
1-1 


则 
£ $ 
n = > q” > a a) = > a; 2, PoP = Mab, (9) 
=1 isi i=l . 


因此 由 G), CD, (8), CO) ШЕНВЭНЫЭ л УНЭ БД С», 8, 
‚ВӘ, 

aa. 

1. 在 以 上 讨论 中 ,并 不 需要 候 定 o Q < ; < +) к, Rm 
WALLS) я. ИНК, 而 单位 ?又 可 以 表 为 w(1 < 
i < ) 的 有 有 理 整 系数 的 线性 表达 式 即 可 . 

2. 算出 有 理 整数 组 (x, Б, 55, 加), 仅 需 (97) log n KAN 
等 运算 , 

3. H Schmidt, W. M. 定理 ( 见 Schmidt, W. M.[1,21) 可 知 (4) 
之 右 端 已 不 允许 作 本 质 改 进 , Из ТЖ Таний? 
处 及 以 后 e 皆 表 示 任意 给 定 正 数 ,所 以 由 这 里 给 出 的 整 底 oC < 
i < ‹) 的 有 理 吉 近 有 最 佳 的 误差 阶 ， 但 是 我 们 在 这 里 并 没有 兆 虑 
(4) 的 右 端的 常数 因子 С) 的 最 佳 问题 ， 显 然 由 证 明 过 程 可 见 
(Я) 与 儿 立 单位 组 的 选取 有 关 。 除 此 而 外 , 还 与 整 底 ok1 < 
i 0) 的 选取 有 关 。 命 

[о] = „тах [930], 
RI C4) 之 右 端 与 整 底 的 关系 应 为 ОСГ T), 

我 们 猜想 在 基数 最 小 的 实 代数 数 域 中 。 可 以 选取 适当 的 单位 
与 整 底 使 逼近 有 最 好 的 常数 . 

4. 关于 寻求 适合 于 (4) KERR (л, КО, e, P) 1, 

…) 的 问题 , 当 s= 2 时 , 即 用 熟知 的 连 分 数 展开 方法 ( 见 华 罗 
И E AEETI A 
个 整数 组 Gu, hD, 55, MP) 使 (4) RY CHE 2 ВЕ [1] 第 二 十 
章 ), 却 不 能 给 出 具体 定 出 (212，.…，j5) 的 可 行 算法 ， 在 此 介 
绍 的 方法 说 明 , 只 要 知道 实 代数 数 域 的 一 个 独立 单位 组 , 即 可 以 得 
到 域 的 整 底 的 最 佳 有 理 逼 近 式 ， 我 们 将 在 以 下 几 节 给 出 实 代数 数 


. 5 + 


域 整 底 有 理 逼 近 的 具体 例子 . 


$3. 24) 8. 
命 为 一 个 素数 之 5 Ki 1). 3408 

xt хе ed x + 1 == 0 a) 

是 有 理 数 域 R 上 的 既 约 方程 ( 见 华罗庚 [1] 第 一 章 )， 它 的 根 为 

(1 <1<p 一 1)， 作 代 换 

кину E ‚кууш, (2) 

则 得 | 
БЕЛЕ ›— Му AW. 

(+ D (E=) + =) o 

шэш ари SG YARN, 方程 (3) 的 根 为 


2с сов, 161151 (4) 


所 以 域 2, = R (cos? ) 为 * 次 完 实 代数 数 域 ( 当 o Rob 


是 实 代数 数 时 , 我 们 称 RCa) 为 完 实 代数 数 域 )，《4) 为 它 的 一 组 
基底 。 我 们 称 2, 为 次 实 分 圆 域 . 


易 知 
> 2 cos ыг --1, (5) 
又 由 (3) 可 知 
: [5] 
- cos 221. 一 (—4Y 
(—1) TIG zL) 1 = а 


П (zco) = (— —pl ictp] = (АР, 
1-71 
因此 2 cos з (<< а, г, 
4p 8 表示 mod р 的 一 个 原 根 ， 由 于 
2x its 一 (-2 à = 2x i 
2с% 8 2 cos 98) 2с083 g, 
所 以 (4 可 以 写 为 
ө = 2со8 2, 1 <! < s. 


又 由 (77 可 以 扩大 足 码 范围 ,定义 орь, == o, 
变换 


0: о> шю, Í < 1 =< s, 
是 实 分 贺 域 的 一 个 自 同 构 ， 一 共有 s S HR] ËJ 


0,05, +++, 05, 06-07 = 1). 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


它们 组 成 自 同 构 群 。 SZ у ЕС = #9), ВЫХ s АА 


ХЕ, ЭЭГ s PRIR ED, “59, 


作 方 阵 
О = (=), 1<1, j Ss, 
由 于 
У) 4 соѕ эж соз 7 == У (2 cos 22. + m)k 
k=1 к=1 Р 
m" 2) 一 ин Үй = m, 
—2, TE т, 


所 以 
$ = Q'Q = pI — 2 M, 
m JU I HADER M = (m), 其 中 m; == 1, 


(11) 


(12) 


К 2, 的 一 个 独立 单位 组 81, *°*› Esis Hié 8 (1 < 1 < +— 
1) 85881223) en, `: о, 的 有 理 整 系数 的 线性 表达 式 (我 们 将 在 


下 节 讨 论 家 ,的 单位 )， 则 由 定理 1.2 的 方法 构造 单位 贯 


КОК? _ aa 
m 7760 * 6,5, 1-1,2, 497 (13) 


满足 
--1- 

и > 1, 1212] «o, 2s iss (14) 

Rak = AR) > 0, 
车 
q = >) А, (15) 

则 由 | 
"m (ИР, AP) = (ИР, 6 К) (рЕ— 2 М) 

АФ = pk? — 23 49, 1<;<,, (16) 
又 由 (5 ) 得 


n = — 2, k = — УЮ, . (17) 
j=l ict 


定理 1. 4 ni, AP, ttt, 2) Q — 1, 2,.- УХ 14) 
的 单位 贯 nO 1, 2, +.) EOS), (16), (17) 定义 的 整数 组 
Я ДЕНЕВ 


Ар | -1-44- . 
Tj «en si, 13175», (18) 
nı 

eP =, p= pQ <i <D. ШР Z= R (cos) 


= R(V 5), MARERA (m. es e, P) 0-1, 2 
. ) 看 作 是 普通 Fibonacci BJ] ARE BUS EEG ENE 
式 (18). 


54. 实 分 圆 域 的 单位 
命 8 为 mod p 的 原 根 , 则 习 知 


sin — р 
р =, 1<1<‹—1 (1) 
sin— g 


Эу3:5: 2, 的 一 个 独立 单位 组 ( 见 $5)， 与 @ 一 样 可 以 扩大 


oi 的 足 码 范围 , 易 知 
pr = оры, pH Ores = EL, (2) 
现在 把 aC SIS s) ВОЗ 
ө = deos E z, 153152, (3) 


的 线性 表达 式 ， BAJA , 
о = (eR y — Ce "уу, © — Ууз 


ait 


22 < E ат ү w. m 
= > (e ) Ke ) 


ат) 1 — 1 — 2. 、 
S E i У! 20579 ls 1 2m) (4) 
m=0 m=0 Р 
1) 假定 218, 则 
—1 
_ 和 过， r&(g — 1 —2m) 
© = 2 2 cos (5) 
m= 0 р 
áp 


g—1 —2ms52g"(modp), т = 0, 1, Е 1, 
则 得 


егч 


р = > ) (01 суд, 


m-ü 
p- 
由 于 g T = —1(modp), 而 cosx ЖЩ, БШЕДА 1 + e, > 
s(=2—) HURI + 6,291 en — ks, Rb Зе, < 


(1, ИЖ Ч ТЭЭШ 

СЭНГЭ = Cms ' ° *s ӘМ, (6) 
此 处 M 是 一 个 * 行列 的 循 通行 列 式 Ceircalants), H E 3 R dE 0 
即 1， 其 第 一 列 元 素 是 5，'…，2， 当 其 足 码 是 1 十 en 或 1 十 en 
— 5, Иа, 一 1， 否则 取 а, = 0. 第 二 列 是 由 第 一 列 巡 进而 得 


. 9 o 


来 的 ,依次 类 推 即 


a а; а; 
М = 4» 21 U3 
as 0.4 8, 
2) 假定 2+g， 则 
302—3) ; » 
ppm 1-8 J 2c0s (Е — 1 — 2m) 0) 
т=0 Р 


8-1. p= g%(mod р), m = 0, 1, -> ., n — 3), 


li g-3) 


UM 
Ө; == 1+ 2i Orge, 
m= 0 


由 于 
—1 == г Ols 
1=1 
所 以 代入 上 式 仍 得 ; 
(o, шим о.) = Co, tt, 0,) M, (8) 


这 儿 M 是 一 个 元 素 由 0, 一 1 ВЕСЕ. 
' ”用 上 述 方法 很 容易 把 单位 ? 一 of or а, ++, в, 
的 有 理 整 系数 线性 表达 式 ， 但 是 何 时 os... 就 是 68, 的 一 
个 独立 单位 组 昵 ? 关于 这 个 问题 ,我 们 有 下 列 引 理 . 

51381. в, e, о 为 弦 ; 的 一 个 独立 单位 组 的 充分 且 必 
要 条 件 是 | 

1) 2 是 mod p 的 原 根 
或 4 


2) 2 的 次 数 是 (一 3 0 7 D). iB p = 7 (mod 8), 


* 10 ° 


WE, 车 2 Es mod p 的 原 根 , 则 取 g = 2. НН 
1 
рі == со ‚Р = Omg diss. 
EI {з= 1 hr, 
2x л 
= 2cos— = 2с0525"1-- = w, 
P. cos р с р to 


现在 考虑 2 非 mod p 的 原 根 的 情况 ， 命 
2 = g’ (mod p), 


则 
sin 工 gt? 
fü, = 2 cos 2% ры = + 2 cos Z g^" = -一 ? 
й b Р sin Ж get 
P 
= 01401177 ` Ox aie 
由 于 2 非 原 根 ,上 所 以 
(1, p— 1) > 1, 
由 于 


0,0144* * * 60144-17 
一 Cera* ° ex C eun’ ** 031) * “Сонг” M бал» 


左边 有 :个 o, НИ о, 而 且 它 们 的 足 码 是 相 联 的 整数 , 取 


= dir. WR O, p= 1) > 2, | < P. EREA 


o 的 个 数 2-5 D жр —1 的 倍数 ， 因此 等 于 1，。 而 左边 w 的 个 


数 小 于 :一 1, 所 以 (015 ° ° °> Ш 是 非 独立 的 ， 
今 往 研究 (0, 2 一 1 一 2 的 情况 。 显然 可 见 2 的 次 数 是 


‚= BC 一 1), 而 且 2 是 二 次 剩余 mod р, 即 


9-с 


“1% 


即 得 p = +1 (mod 8)( 见 华罗庚 [1] 第 三 章 ) 
1) ЖЕ p= 1(mod 8), WJZ = 2m, 2/m, (m, p 1) = 1, 
从 而 g” 也 是 mod p RS IG , 因此 不 妨 假定 
2 = g’ (mod p), (9) 
所 以 有 
10,004" `®Ф,, =з. == p3040506… * Ор; = 1, 


BD -— 个 ow 之 间 是 互 依 的 ,因此 w гэн, онч 是 非 独立 的 . 


2) Бер = 7 (mod8)， 由 于 2 人 一 1), 所 以 可 以 假定 
211, ЛЭХ 2140-02-01), 因此 我 们 仍然 可 以 假定 (9) 式 成 
X. 如 果 有 A, °... ME 


цо sols = x1, 


则 
| +1 = Cop) iC о)" - бет)" 
wn тарен 
由 于 о, tts 0; 的 独立 性 及 op: 一 + VRIAD 
l2 t la = ha Tl, = L + l = 535 = LQ, + L; 


由 于 215. 所 以 


==. ==], 

1191, = 0, WAS = 4, 0, El о, ++, ша 是 独立 单位 
组 , 引 理 证 完 , 
55.23 

© Р Ж ЖЖ. Bo b. ОКЕАНА ЖО, fam ЕК 
255, в; = РС") gem) ОЙ s KAER Z, = R (сов Æ s — 1 + 
独立 单位 。 

以 Z5 表示 mod m 的 缩 剩余 系 构 成 的 乘法 群 ， 将 与 一 等 
同 起 来 就 得 到 Z*% 关 于 {+1} 的 商 群 


* 
PUT = {his с» AF 


712, 


扩大 足 码 范围 ,定义 В, = hj. 命 
. xh = 
elh) = Hi 2sin*7, (h. т) = 1 (1) 


nim,n2l 
eh inp! Mm 


及 
„= "ea, 1<;<:—1. (2) 
由 于 


1Tw=1， (3) 


所 以 诸 思 都 是 鹏 ,的 单位 ， 今 往 证 明 
EEL m, n E Z ИНЭЭН, 
特别 由 此 推出 
E2 ` m = р, 
sin — ги" . 
= ox > 1<;/;<:—1 (4) 
шиг") g! 


为 统 ; 的 独立 单位 组 ,此 处 8 为 mod p RIR, 


т 的 :个 特征 是 由 7583 个 适合 于 X(C 一 1) = 1 的 特征 
所 诱导 出 来 的 。 记 之 为 
IX, ttt Xj, (5) 
其 中 X. 为 主 特征 , 则 得 
引 理 1。 有 下 列 正 交 关系 
了 $5 当 Х = ХА 
Х hj 一 
2300-[? зон. ( 
ШЕ. ЯМ 


> ХОВ) = 1 4 X = Xs; 
Ф.т) ` 0, ”其 它 情形 . 
( 见 华 罗 庚 [1], 第 七 章 ), 所 以 


: 1 s, ыз 
Хх) =— У xG) = 
2300-2123 0-1, 其 它 情形 


07 = ЕСА) ; 1 < 4 < 5, 
| (3,8) ` 


M), +++, ЗО л, ЖЕК. Yom 
С = (с) = (log |101), 194,51, 
则 得 
51382. 有 如 下 关系 式 


вас = Д (X Kog Пек), Klo. 


证 ， 显 然 
det C 一 +det C*, 
此 处 C = (ež), 1 <i, «14, 其 中 
u log | (9.01, М16К6:53-1,1к«)/«), 
-1, 其 它 情形 . 


* 
il 


P = (Х,49), 1524, 7558, 
则 由 引 理 1 与 (10) 得 


det C - det P = +det C*P 


5-1 f 
= +; ПУ ХС) log БОЛГО 


此 处 
D = (XC hi)), I1<z,; <+ — 1, 
由 于 _ 
5 det D == det D* = det P, 
此 处 


р®— (? D 


`0 5 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
(15) 


(16) 


及 
Jder Pl = lde P| = |de РР = $$, (17) 
EH (15), (17) RA C13) 即 得 引 理 ， 
НЕХ, det C 2c 0 ЕЯ т, cro А 2, BJ $h SZ 


组 ,又 易 知 
2 >, XC) log |е) = „27 Kalog lela]. (18) 


a,m)=1 
故 由 引 理 2 推出 
5183. mo tts nm Æ R, HAEARN R F D 
于 任何 适合 于 光一 1) = 1 的 mod m JEER Z В 


= >, XCa)log |ёСа) = 0, (19) 
(а. т)=1 
5|38 4. AALTEN 
TI 2 sin (= -+ 8) = = 2 sin mð, (202 
#20 
ШЕ, 
т-1 "1 Ах 6С; -(3л-0) 
П 2 sin (= + 9) —(—i) И (99 — e Ue) ) 
LE m А=0 4 
E i 
ZL те: "Л BELLI 
= (сре (өв — үлэ) 
PET 
ai(m-1) moi 
= 《一 门 "e 2 (е 20:93 __ 1) 
ЕЭ -4(679 一 embi) = 2 sin тд, 
5| RE IIESE, 


引 理 5， 假定 0 二 0 一 1, M 


2 a2ring . л 
—— = — log (2 sin z0) +(® — +) г. (21) 
n=) f 2 
ЇЕ 40 <, < 1, 
ы „п 32410 | 
T f = log (l — re’), 
s=1 n 


‚ 15. 


180 


由 于 级 数 了 ) 《一 收敛 ,所 以 
n=1 


n 


> £ — = —log(1 — е” 
= — log (e7 (e79 — quit) 
= — log ((2 sin а9)е 3") 
= — log (2 sin z0) + (= — 27 
5| REESE, 
5|38 6. 4i X 2j mod 4 的 原 特 征 及 X( 一 1) = 1, N] 


2 Х(а)1ов 2sin "7 = —r(X)L(1, Х), (22) 
此 处 
O= D E, ago E, a) 
证 ， 命 Е 
= X) X к (24) 
WI Е 


X(n)yr(X) = S(n, X) 
〈 见 华罗庚 [1] 第 七 章 )， 从 而 由 引 理 5 


о), X) = 2j 0900 Уа Уу ууга 


25-21 0 (na) | 


" ixinr 
= У! ХС.) > “= M XCr) (— tog 2 sin 7| 
(r,d)=1 n=1 7 (r,d)=1 d 
+ (=-=)-- X(r)log 2sin 2t 
2 d 之 d 
- 21 > X(r)r, (25) 
Я сурч 


由 于 X(—1) = 1, 所 以 


. 16» 


>) O) = у х4 — r)a r)= — >` ON. 


ГУТ ГЭРЭЭ (7.2)=1 


因此 
5 X(r)r = 0, 


(r,d)=1 


代入 (25 ) 即 得 引 理 , 

81387. Mm = р-р Ма = р-р’, 此 处 1 之 1 K 
0Oshslh(bsi«r)., ХХ mod m 的 特征 ， mod 4 的 原 特 
EB. XC—1) = 1, Hi 


5) xCGa)log нил “|= — Е(т)т(Х)1(1, Я), (26) 
(a, m)=1 
此 处 
m = П Р, Ё(т,) = П (1 一 XCp»). (27) 
Pta 
_ ME. НЭМШ таг, Ë > 0 Q << +), 88831884 
得 
R, 一 >) XCa)log |28014 
(6, т) = 
= У > X(a,d + 4;) log 2 sin 644 + a) 
8,=0 (a,,d)=1 т 
= M 3 log ча (4 + 2%) 
(2,5 4у=1 d m 
= 2, Х(а:) log 2sin td | 
NOCET 
= >; XCa) log 14026, (28) 
(a,d^ =) 


ЖИЛ m = mm, m = phil Em = poppe RRIS 
1< r, ХЕ dim, Wil x ШЕ mod wm, 的 特征 ,所 以 
= `> Ж(а)1ор а 


(a,m)=1 


А | 
= >) > ЖС ат; + ауту)1ор |2 sin aCam; + ату) 


бо m, =1 (а„,т„у=1 т 


mr 


- у Xam) S og ` sm (aa + л M GO 


ө, m,)=1 9,71 n, m, kile, m) 
= > Ж(а,т,) M u( k) > log |2 sin (=. P. + "JF 
(a, ms = kim, m; 


所 以 由 引 理 4 K (28349. 


Rx 一 > ет) u(k)log Ld 
(a,, m,)=1 
= У) аж > XXCa m) log заалын | 
kim, ө, m,}=1 ma 
= Fm) > XCa)log 2sin =| 
(ат \=1 7? 
== F(m.) > X(a)log 24058), 
(a,4)=1 


所 以 由 引 理 6 即 得 引 理 ， 
5|38 8. áp m = mm, (ви, m,) = 1, X. X 2J mod m 的 特 
ЇЕ, И} 
plm) > X(a)log '2 нат, 


| 一 (a,m,)=1 m 
„25. Фев дыг " | 4 X JJ mod m НИЕ ,029) 


0, HEIKE. 
WE, 233 X JE mod m, 的 特征 时 ,一 定 存 在 t 使 
+ m, m)= l, X(1 tm) à d, 


所 以 
Х(1 + im) >) Х(аут + ama) 
(am )=1 
= M Хат + ат СТ -十 ит) 
la pm )=1 
= > XCam, + am), 
(g,m у= 
因此 


>, Хат + am) = 0, (30) 


ат.) 


.18. 


24 X 为 mod m, 的 特征 , 即 得 
` XCaym + am) = фСт,)ЖСа,т,), (31) 


(a.,m )=1 


Z^ 
> XCa) log | sin 到 


(0,7) =) 


= `>; > X( аут + ат, log 


(a.m. =, (a,m, =l 


= ` log |2sin Pd >, Хат am). (32) 


(a, , m, )1 (a, mi 71 


将 (30),(31) 代 和 人 (32) 即 得 引 理 ， 
定理 1 的 证 明 ， 命 久 为 任 一 适合 于 X( 一 1) = 1 МЕ, ДХ 
为 mod 4 的 原 特征 ,此 处 2], 4 之 3， 于 是 由 引 理 7, 5138 8 可 知 


У) XCa) log е(а)| 


(ат) =1 


— > > XCa) log |2 sin "| 


pe 9821 (7-71 
2 яжрйт 


= > > (7) 


nim,nzi X(modz) 


2 sin L7 


> X(a)log Ци е) 


(a,n)=1 


plilnspllim 
= юра, ю D Ф(”) Е. (33) 
гай m 
din 
itat n ЇР. 
ріне 
pte 
一 П р, п = dn, H (4, в) =], 所 以 
ИГ 
pia 
m у m F(m) 
TOLL 5, Bm 
> n ! M 4 > qn) 
РДЕЛ ura 
418 phia mp m 


sa 19 5. 


т 1— Хр). | 
= p (Z 1+ 1: x 0, 
? (5) p ШЕРТ ) (з4) 

H F c(X) *е 0 K LC, X) = 0, (ДЕННИ Я И, 95 473€ Л, 
章 )。 所 以 由 (33),(34) 可 知 Rx < 0。 故 由 引 理 3 即 得 定理 1, 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 

X923 б терер, 此 处 22 K h 2>1G <i < 
5), АЈ 


2885 (h, т) 1, 2«1« = (35) 


是 (о 到 ) 的 独立 单位 组 的 充 要 条 件 为 对 每 一 个 iQ <<, 
RZA 均 由 一 1 5 p 生成, 记 之 为 


Z = (—1,р,), 1 < ¿< <, (36) 


pli 
1 


由 定理 3 立即 推出 
定理 4。 假定 m= рори, ШЕ 24 i> G <; 
54) 45.23, ре 2, 423 K > (2 <<), (35) 


不 是 R (оо 75 tir ИН, 
例如 当 m 一 21-18, (35) 是 独立 的 ,而 当 т 一 55 时 ，(35) 


就 不 是 独立 的 . 
За. 


在 人 3 中 ,我 们 只 讨论 了 很 特殊 的 分 园 城 (s= 2—1\,х 


是 由 于 目前 在 近似 分 析 问 题 中 只 用 过 这 种 域 。 因 为 型 (2) 的 单位 
都 是 由 型 如 (35) 的 单位 生成 的 。 如 果 对 于 整数 m > 5, (35) 是 
独立 的 , 则 从 (35) 出 发 进行 近似 计算 似 应 更 好 


. 2n 。 


$6. 实 Dirichlet 域 


@ po р * КЕЖИИН, ‹=2. BARD, = 
КИ в, "5 Мр) 0 з RES NB, 我 们 称 多 ;为 实 
Dirichlet 5%, 

Ва, "``, в, Їй pell 氏 方 程 

a — poc pa y, = + 4 (1) 
x V pio "pi Y 
РЕМ + ДЖ < эз 
< 091,2, :的 任意 个 选择 ， 用 以 下 方法 排列 d; = pues 
Pige 不 妨 假 定 
[rU x; уул 1(то22), Milei«m, 
x + М dy, Mmcl«ixs—l, 
(2) 
此 处 x; 与 ;都 是 整数 ,也 就 是 4, = 1 (mod 4), 则 排 在 前 面 ,不 然则 
排 在 后 面 。 诸 si(1 <; <; 一 1) 都 是 域 多 ,的 单位 ， 置 


91771, 0,761, *** 0,441764, uam dans 955, 0; =V d.a, 
(3) 
H) ci, ***, о, 组 成 多 ,的 一 组 基底 . UU 
04212416 5«-)3«4«:01,2,43.4Ї ЇЕ ЖК 
个 选择 ， 定 义 变换 | 
— Vp H»-il«is«k, 
цэс МР (s. 其 它 情 形 . e 
这 是 实 Dirichlet 域 的 一 个 自 同 构 , 再 加 上 恒 等 变换 oy = 1, sa 
s 个 变换 ,它们 组 成 自 同 构 群 ， 多 ,中 的 一 数 5 一 8 中 ), 经 过 
个 自 同 构 变 换 , 变 为 它 的 :个 共 辆 数 EO, «e, БО, 
引 理 1。 对 于 任何 正 整 数 I, Е, rh e FEE SE GE m1 满足 
и> 600 (5) 
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& 
Ш «ет, 2< г<, (6) 

此 处 с = eC. 

ЇЕ, 1) 首先 计算 在 变换 c... 之 下 ，s, ЖЖ +, (aoo 
s—1) 之 个 数 n 

Ж в, = X, + V LY, db X, У, 为 有 理 数 ， 则 显然 当 a, 
能 被 奇数 个 G < 1 < k) 整除 时 ， Сір р» Е, |, 否则 
бү ду 一 же, 由 于 含有 27 十 1 个 素 因 子 ра <; < k) K š 
个 其 它 素 因子 之 d, 的 个 数 为 


(2105) ? 


历 以 恰 能 被 27 + 1 4 р (1 <ç ; < k) 整除 之 d, 的 个 数 为 
CARIE «(1 "(1s v. CZA) 


зас " И y 


因此 
(Xa p z= ^ И 小 
IA 
р 1-0 
S$) = (1 + 1) LES 
所 以 
кү Им 
ark („) В 23, (,, + ) нан 
从 而 
зу = 273, D 


«22. 


2) 取 c = єр, НН sh = maxle; | SEP IE SERE 1, 由 关系 式 


el < eli < sith, 2i «i1, (8) 
确定 诸 正 整数 1(2 < j< +: — 1). fi 
q = eheh eti, (9) 
则 由 (8) 立 即 得 (5)。 今 往 证 明 (6)， 将 (8) 式 改写 为 
8170 < ejlistej, 2<]<+—1, (10) 
则 由 1950,25 2 < ; «s BFS 
|n] < eft а)" шы grit- = egri 


< clej'ez™ * ern = ст Dd » 


故 得 (6) 式 ， 引 理 证 完 . 


构造 方 阵 
Q = (о), 14,156, (11) 
则 
4 0 
сүй 12 
s= qo С И (12) 


此 处 А = (4,111, ; < < m + 1) Ж B = (b, (1 <;, ; < 
s—m— 1), 其 中 аң = 2, ap = Ca + d,-y1- O < í < 
ттт, ау = аң == 27714 (2 < j т + 1), aij = 2 ri 
(2<;,j< m+ 1,: ° j), Би = 2'd,4/(1 < 65 — m — 1) K. 
bij = 200 >< j). 

4p mq = 1,2, :- 6) хает (5), CO 之 单位 贯 , SEAS н] 
UERY сү, cci. о, 的 有 理 整 系数 的 线性 表达 式 。 假定 


= > Po, (13) 
ici 
则 由 ( í 4 
得 出 (AP, `... 89) = CKP, "tts 81935 
= jo = (uo + У st) аз) 
i= m 
及 


. 23. 


t m+1 
273 (2-9 + 4,9-0 + > к), 
ар = B (15) 
М2«/«т»-1, ` 


2010415 m -+2< ;=<:. 
故 得 . 
定理 1。 dp (n. АО, AP) = 1,2, D 09 05), 
C6) ZI rB iU = 1, 2, +) (032,03), 5) SEU] EUR 
E, URA RESA 
AD 
Ži — o 
т 


EE! 
(Xm Ud, 15:5: (16) 


附 记 . 

引 理 1 提供 了 定理 1.2 在 代数 数 域 多 .中 的 一 个 直接 证 明 ,证 
明 中 未 涉及 到 方程 组 (1.5 ) 的 求解 问题 , 且 证 明 还 提供 了 在 多 ,中 
算出 单位 贯 quU 一 1, 2,… ) 的 简捷 算法 .但 域 多 ,的 缺点 为 维 
数 需 限制 为 ;一 2°, В. m1 递增 太 快 ,所 以 在 实际 应 用 时 , 远 不 及 实 
分 圆 域 Z 方便， 还 有 一 些 知 道 独 立 单位 组 的 完 实 域 ， 亦 有 类 似 
缺点 ,在 此 就 不 再 列举 了 。 


61. 三 次 域 
M RC) 为 三 次 实 代 数 数 域 及 a 适合 于 


| xà — ар? — ах — a = 0, (1) 
此 处 а, а, 为 有 理 整数 及 n= 土 I， 又 假定 a 二 1 Ke). a? № 
іже, 

Ж R(a) 的 基底 为 1, а, o? 及 单位 贯 1; 一 a(l =1, 2,9 DP 


则 显然 有 


|| = a, i= 2,3 
- | Ur 22. . (2) 
z m= al! + оа 十 D, 1=1,2,... (3) 
А9 == (ГЕ 十 О} + 09159 ш ты, j=l, 2, (4) 


ME LE 


rN. 1 


[ККЖ ЖЛЕШ ЯВ 
ү — al < (а) 5, i= 1,2, (5) 
RAE т 54PG = 1, 2) 都 取 自 同一 个 整数 贯 二 1,2, 55). 
今 往 求 出 其 表达 式 。 由 根 与 系数 的 关系 可 知 

m= 3, M= а, n = a+ 24, (6) 


ШЕРЛЕР: ORTA 
3 3 
т = >) аб? = > POLUM 
#=1 1-j 


3 
= У! aP aa"? 十 па + ау) 
1-1 


= ап: + ani- + agnis (7) 
Я] w 适合 一 个 简单 的 递 推 公式 , 因而 计算 更 为 简便 。 
例如 取 a 适合 于 
хх 1 = 0, (8) 
则 显然 087 有 一 个 实 根 “ ЕТ <а<2. H 
х x — 1 = (x — a)l + ax На") 
及 
а? — Аа) = (оў — 4)! = (а — 3)а! < 0 
可 知 a 中 ,a Ж-Х1 29:54, du 
аа, 4-1,2,39 
Jl] 2, 3 ГЖ ЯАЖ, 
n = 3, m= 0, n, = 2, nj п. T (1283). (9) 
显然 当 RC) 为 二 次 域 , 此 处 a 1 у, 则 由 这 一 方法 得 
到 的 e 的 渐 近 分 数 , 除 初始 值 外 ,就 是 普通 连 分 数 。 
附 记 . 
本 章 求 单位 HS HS ECT q 的 值 大 于 1 KEHYS H H 
对 值 都 差不多 大 小 。 其 实 由 本 章 的 方法 也 可 以 看 出 只 要 水 是 代 
数 整 数 IE 


2, [nP] = cQ), 


* 25» 


就 可 以 得 出 精密 度 较 差 的 有 理 膛 近 结 果 。 Xi EIRE m 一 
a 一 1, 2,…), 则 由 此 得 到 的 有 理 遥 近 就 是 所 谓 Jacobi-Perron 
算法 《algorichm )。 在 此 只 要 选取 a > 1, ПНЖК ХЕ 
<1， 有 这 种 性 质 的 数 也 就 是 所 谓 PV 数 ， 我 们 将 在 下 一 章 加 以 
讨论 ， 因 此 本 章 得 到 的 单位 贯 JiC 一 1, 2，…) 不 仅 都 是 PV 数 ， 
而 且 是 更 精致 即 更 合乎 计算 数学 用 的 РУ Ж. 


注 # 


$5. WEPE1 见 Ramachandra, K. [1]. 其 余 参看 华 罗 康 与 王 
元 [1, 4. 5, 6,7, 8]. 
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$1. 初等 对 称 函 数 的 递 推 公式 

命 Sr, = (а) 为 一 个 * 次 实 代数 数 域 。 本 章 介绍 的 基底 的 
AMEIDE y = oU = 1,2,……) 出 发 而 得 来 的 。 这 种 方 
法 即 所 谓 Jacobi-Perron 算法 (algorithm) (参看 Bernstein, L. [1]), 
精密 度 较 差 。 但 因为 有 历史 价值 及 计算 起 来 较为 方便 , 所 以 我 们 


仍 加 以 介绍 . 
ТОН e Brute 13924155 3477 лс 
Ка) = x — anu — +++ — 00 = 0, (1) 
并 假定 | 
а( a0) > 1, S. S Pl < i, (2) 
有 这 种 性 质 的 数 & 0) PV 数 . 
log | (9 
нан ми | з) 
则 由 (3) 可 得 
шин УЧ i (s A 177 (4) 
(leoi = ЯЛ > om) х 
[00] Фото, 252,3, s, {5) 
作 方 程 (1) 的 根 的 初等 对 称 遂 数 
$, = a! На? cba, 1-1,2, 9, (6) 
ДИ s, 都 是 有 理 整 数 . 011: 5, > 0, 由 (5) 得 
| 18-21 < G — рр = (2 па, (7) 
LAF 


3 x an 


S, < al + (ç — 1) < sa! , 
所 以 代入 (7) 即 得 
|S, — «| < (s — Us's;*. (8) 
ЗИ S, 可 以 由 Newton. A APPETERE, RU 


So = 5, S, = а, S, = а, 5$ + 2aj21,7** 


Ss ын 8,245, teet sa, (9) 
与 
S, = 8, Sga + a а + ` + a, S,- на T 00 S,- (n > 5). 
(10) 
定理 1， 当 1 万; 一 1 时 有 
<r ч 
WE STA 
Sx atk O(S;O 
US. «--40(s) 
= ot(1 + 05777 )X1-r ОС”)! 
= gk + OCS’). 
定理 证 完 ， 
附 记 . 
由 (4) 可 以 看 出 最 好 取 = 为 单位 . 
$2. S, 的 推广 
@ š 为 RCo) 中 的 任 一 数 , 命 
О, 一 > ЕО", (1) 


这 就 是 S, 的 推广 , 它 亦 有 如 S, —FE BJ ТЕ ХОК, (1.10) (803 1, 


D) 关于 Newton 公式 , 请 查阅 Van der Waerden, B. L., Algebra, Spr.-Ver., 
1955, 


. 23. 


ғ ғ 
H К H 2 一 1 
0, к= У! Еп = >, Еа" а, Te 
#=1 i 


izi 


5 
+ ao? + а) = а, M EO aes. 


i-i 
+ а, 5 EPa Әп + a У Е" 
i=l i=l 
= в. Оз ++ aQ amsi + 20,» (2) 
因而 所 不 同 的 只 是 初始 值 Qo. Ол, ccc. Qi ma. 
给 了 初始 值 Оо, t, Qis 如 何 求 š, 其 方法 是 


(0, ，0.-) = СЕ, 1, 80)0, (3) 
iX JL 
1 N a, .... og O71 
Q = | seht nnn | 1 (4) 
1, а, DEM «#71 
@ 
QQ = s, (5) 
Ws 是 有 理 整 元 素 方 阵 ， 由 (3) 得 | 
CQ», сс, 0,2) = ED, ---, EDAT ОО, (6) 
8 
CED, oe, £9) = (Qu, + +, 0-087", (7) 


这 样 就 求 出 5 来 了 。 给 了 有 理 整 数 96,:…, О, H (2) 即 可 知 
О„(» > ғ) 都 是 有 理 整 数 . 

EAL MAS, Qm) 为 一 个 非 零 整 撩 量 ， 则 当 
1<k=<:s— 1М№ n> МО, о) Н (10, > 1 K 


а < ¿(Q.o)l0,| 77, (8) 
ШЕ. HHG)450C7)8]81%W “»МЫ 0,218 
Qn = £a^ + OC|a'? |") = £a + Oa") 
= Бе” + OCIQ,|-*), 
由 此 易 得 所 证 . 
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上 面 讲 的 是 初始 值 的 改换 ,现在 来 讲 讲 基底 的 改换 , 命 oC 
1), (025 ***, 00, 为 К(о) 的 任意 一 组 基底 , 则 


0; = Ў) гак", J=2, 315.5 (9) 
k=1 
此 处 tx(2 <]<©+,1 < k < +) 都 是 有 理 数 ， 定义 
0,G) = > бенә 12, ittas (10) 


MEAR 0,07) (2 < ;í < о 亦 适 合 于 递 推 公 式 
0,(1) = га,0,-(0) + c + a Qa) + Que) 
(6254), (11) 
其 中 初始 值 G), i. OG) Н Qos 7°, О-о Ж бу HAO) 
确定 。 由 定理 1 立即 推出 
定理 2。 在 定理 1 的 假定 下 ,对 于 任意 基底 (9) 皆 有 


[QD 一 。 == 1—р == > $ Р 
1050 в, | = 0010,1), ims s Q 


此 处 与 “0” 有 关 的 常数 依赖 二 О, о, Бо. 

我 们 也 可 以 用 “杨辉 三 角 法 ”( 参 看 华罗庚 [4]) 来 证 明定 理 1, 
假定 给 了 一 组 非 全 为 零 的 整数 Oo ts Oo 作为 初始 值 及 Qu 
> J 由 递 推 公式 (2) 来 定义 , 则 


оо 
(1 一 ая +0 ах”) > О," 
п= 0 


== Oo + (О, ши а,—10%)х +e CQ. — 8,--10:-4 一 


— a Qi) = Pax), (13) 
所 以 
2, Q^ 一 s fex, i-1 1- 4 ә (14) 
П 《1 一 w 7 
i=i 
此 处 
атар (айлу ,_ u | 
4 П (af? — а) > PSl, 2,335.8, (15) 
іі 
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015) 08 ТН x? 之 系数 即 得 
0, = > Аа", (16) 


НЭО,,-.0-2Ж2 032 1,а, c an X В(а) 的 基底 ， 
所 以 4; 2e 0, 故 由 (16) 即 得 定理 1 895318. 
附 记 . 
1. 在 实际 应 用 时 ,我 们 常常 取 初 始 值 为 9, 一 … 一 2 一 一 0， 
0,1 = 1, 而 基底 则 取 作 1, o, 555, Он 此 处 
Wi = ai^ 一 а G0 — lysis 
j2,:,5 (17) 
于 是 由 (1.1) 可 知 
wj = (а, 407! + + аа + адал 7, 
172,::5,8 


由 (17) 与 (18) 可 得 
[e] < + max lal. 
0«i«:—1 
^ (ЭН Perron, О. [1] 5 Bernstein, L. [1]). 
2. H (1.4) 可 知 


0-о« -t 
8-1 
Perron, O. 证 明 过 ,关系 式 


1 


Pen — al < c (Q, 29,1 7 


1 
5 


仅 当 * == 2 (БП 5 23Е94)55-3,1 oo, a? ХУ 
复数 时 , 才能 成 立 , 请 比较 1.2 (8086-2562), 8 1.7 55 $5. 因 
此 除 上 述 情况 外 , 用 本 节 方 法 得 到 的 关于 多 ,基底 的 有 理 琐 近 不 
可 能 达到 上 一 章 所 达到 的 精密 度 . 

3. 用 这 一 方法 算出 O, 的 计算 量 亦 为 OClog |0,1), 但 由 于 
О, 适合 一 个 简单 的 递 推 公式 ,所 以 算法 比 上 章 简便 些 . 
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$3. PV 数 


命 多 为 任意 з 次 实 代 数 数 域 , 本 节 将 证 明 经 过 (Я КА 
等 运算 即 可 得 到 .多 ,的 一 个 * КРУ Жа, ДМШ, = К(а), X 
&8m-—230-—1,2,--2 BRE, H51-2 的 方法 即 可 得 到 .多 , 基 

我 们 需要 下 列 二 引 理 . 

51381. 4p:22,5,--.5 Ex сс, z 5 ДЮ ШЕ, 
其 行列 式 А >< 0, 其 中 有 r ЛЕЖА, НН 
HJ, т + 2n — 5. BOE scc Е ЕЙ, huj А, 


Q&i&r) ил... (2 180, и о 


点 使 
B «ЛА. G s A. 
证 明 见 华罗庚 [1] 第 二 十 章 . 
引 理 2， 命 “是 多 .中 之 一 数 , 命 “ 所 适合 的 既 约 方程 为 
р(х) = 0, Ӧ = 1, 
又 命 


$ 


g(x) = П (x 一 а), 


8500 为 一 个 有 有 理 系数 的 多 项 式 ,上 
ЦОХИДОГ 
Ни Их, 为 一 个 有 理 数 . 
证 明 见 华罗庚 [1] 第 十 六 章 . 
Ë E += r, + 2r,, 其 中 六 人 1, 命 oo 为 多 ,的 任 
意 一 组 基底 ,其 中 о, 都 是 代数 整数 , 作 线 性 型 组 
a? = wx, 十 … 十 opx il, 2,---,8, (1) 
其 中 当 i = 1, 2, -.., п, bf, ой 是 实 系数 线性 型 , 其 余 则 为 复 系 
数 线性 型 ,而且 
atr = P ADE j^1,2, 


"s3 PR (25 
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O14 ° (1 
| | (OOR EENET (з) 
ts) 
9 с 


015 


іа део = A, 0<в<1М 


м = (2y'ualGa - 8) 9, Д ++ = ¿,= 1— &,(4) 


则 由 引 理 1 可 知 必 有 非 原 点 之 整 点 Ces rr x0 GE 
| 2 WV. -l 2214 
|<), 199161 в(< (2 rara), 


25151, (5) 
故 0 为 非 零 代数 整数 ， 不 妨 假 定 a > 0, 由 
IN(a)| = а [а-а | р 1 
可 知 
о > (1— 6) "D>1, (6) 
故 由 (5),(6) 及 引 理 2 可 知 e 29 s 次 PV Ж. 
今 往 计算 求 出 “的 计算 量 , 由 (1) 可 知 
Cu, эз, x) = (а, з, a ?yQ'7. (7) 
假定 人 A 的 各 元 素 的 余子 式 的 最 大 绝对 值 为 W, 则 
|< СТ T = + G— 074 — =) ТАТ 
-459,), lix: (8) 
将 平行 多 面体 (8) 中 之 非 原点 之 整 点 逐次 代入 (5) 验 证 ， 即 可 得 一 
个 适合 于 \5) 之 非 零 整 点 ,从 而 得 到 * 次 PV о, 
险 记 . 
在 实际 应 用 时 , 最 好 寻求 这 样 的 PV Xa, Bo 为 单位 , 而 其 
共 思 数 的 绝对 值 又 都 差不多 大 小 、 但 同时 还 要 求 @ 的 定义 方程 的 
系数 的 绝对 值 尽 可 能 小 一 些 ， 否 则 由 此 得 来 的 整数 贯 0, 是 很 稀 
蕊 的 ,不 便于 使 用 ， 我 们 将 在 以 下 几 节 给 出 具体 的 PV 数 例子 。 
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$4. ОЛ х-х ----х-1-02558 


22 М 
Е (к) =x — ж 666 1, (1) 
将 F(x) ВУЖ КЭС А 1 C939), "E RS f Ri 29 209, с. 
1%, 
引 理 1。 有 估计 
2--279-0-1:« 2 — 2“ (2) 
5 
| л -1, 2=<;=<:. (3) 


在 证 明 引 理 1 2 Bl , ZG UELU] T TER 5158", 
9|: 2. 若 多 项 式 
g(x) = ax + ace! + +++ + ах + Q 
的 系数 满足 a, 之 а, 2-55 之 а, > a > 0, 则 方程 无 模 大 于 1 
ЮМ. 
ПЕ. ММ | | > 工时 有 
IO — egl) | S a, fap — Cas — am) lel" 
+ Cas а.) |e |”! + 3554 Са в)|х| + а) 
> а, |||} — 122 0, | 
故 得 引 理 。 
引 理 1 的 证 朋 .1) id 
OG) = (x — ПЕ(®) = xt 2x + 1, 
则 得 
QQ — 27) = (2 — 275 — 2(2 — 27y + 1 
—1—27(2—2-5y-1—(1—2799)y 20 (4) 


002 — 2767») = (2 — 276-0» 2- 202 - 2—0) +1 
= |] 一 2-6-5(2 — 2-6-0), =] 一 QT — 275t y. 


1) 参阅 Uspensky. J. V., Theory of equations, MH book Comp., 1948, 
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(3)-2-1-297, 


85) = Flog? — 2:777 (1-4 £) log 2 
= 2'(1 — 2 (1 + ғ72))10р2, 
因 
2>(1 +7, s>2, 
2 >28, gC) > 0, ВИД gC 为 递增 函数 ,因此 
22,—1— 27 > 0, 
27 —277 > 1, 
故 得 
О(2 — 279-2) < 0, 
由 《4).(5) 即 得 (2)。 
2) 命 
Е(х) = (х — DRY), 


(к) = аг Bou bor b Ва +В, 


则 得 线性 方程 组 


解 之 得 


8 -rtrt ttl 
5—3 3—1 5 


7] 


(5) 


(6) 


(7) 


4 35 + 


Бэ z > 0 Б], -一 一 为 x 的 递增 函数 及 
х +1 


+1 j ... 
= m trt УЛО (фє «.-1), 
и +. 7-1 


Yi 
所 以 
Tni Va U Nn (8) 
@ x == 0,_,y, № 
RO) = R(8.—y) = Ey" + Ву? + Bebi T 
+++ + B B.—iy + В. 
由 (8) 可 知 
8:2} BB > +++ > B8,-, > бо» (9) 
因此 由 引 理 2 可 知 ЁСу) = 0 КНР 1,80 КОО 的 根 的 模 
E < 0-: 一 ?一 1. 引 理 证 完 ， 
引 理 3，1) 当 * 一 2 时 ,jy2| = x, 
2) 当 * 一 3 时 ,|y2| = [P| = 375. 
HE. 1) 显然 成 立 ， 下 面 证 明 2). HH 
а 2 — x — 1 = («+ (mn — ПТО, 521 
№ 


32 2 - 
Q — 1 — 4p e 2021-37-04 


7 
ecluyt2e —3.. Qq—1"*t2 2, 
7 1 

可 知 qO 5 7O д Змеи 

|502 = [73| = 71. 
引 理 证 完 . 
$5. 方程 x* — Lx — 1 一 0 之 根 

@ í > 2 K 
GG) = x — Lx — 1, 0) 


此 处 工 为 整数 > 2,10 G(x) 的 最 大 实 根 为 т(--тОЭ, 它 的 其 它 根 
记 为 тӘ, маг zt, 
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Minkowski, Н.И! 证 明 过 , 除 1) a 为 二 次 实 代 数 数 , 2) а 
AIEUORHVEGHR, ЕН C98 SEU, ЕАО 
К(а) КЕЕН RAT т, ЖШ GT 

[nP] = = [1]. 
FED 5| SERE UEBH ЕЕ ЖЕН НН TR {у ЕАО Е Wi 
近 相 等 的 例子 ,确切 地 说 ， 
|29 == LOE + o(L™ = )», i—2,::55 
因此 当 工 充分 大 时 ,7 的 共 斩 数 是 渐 近 相等 的 . 
引 理 1。 有 估计 


L< т< L+ L (2) 
与 E | -l l 
(LELI) < [P] < (L— (L— 1) i) r, 
2<:<;. (3) 
ШЕ. 1) 出 
G(L) = —1«0 
E 


GCL + L-67») = LL + 16-0 — 1 > 0, 
即 得 (2) 式 
2) fi X 2925 8 
glr) x + Lx”! — 1 = 0 
在 (0,1) 中 的 实 根 .。 因 在 (0, 1) Ф, G) ге 0, BEL X 29 gG) = 
0 在 (0, 1) 中 唯一 的 根 . 由 
g(0)— —1—0 5 0)-12»0 
可 知 ,对 任何 满足 0 о x bJ ë Ж gG 一 8) < 0, 因此 在 复 平 
ЕА |х| 一 X 一 5 上 有 
1> |x* + Le], 
КЕН Rouché 定理 ? 可 知 ,函数 1 与 G(x) ТЕВ | < x 一 5 中 有 


1) 关于 Rouché 定理 ,请 查阅 Titchmarsh, E. C., The theory of functions, 
Oxford Univ. Pre., 1952, 
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同样 个 数 的 零点 , 即 С GO ЧЕМ [e| < xX 一 6 中 无 零点 . 命 6 一 10， 
jap С (=) = 0 RORE 2 X. 8 
1 


(+ LT) Fr) = (L БЕГУТ + L) 


ЖЕ  L73)-1 < (LT + L) + LT) 
-1-0, 
所 以 得 不 等 式 (3) 之 左 端 , 即 
®|>х>»(ъ+ї т, «(6 
з) 假定 工 > 2。 命 9 为 方 各 
| Alx) = x — ГАРТ == 0 
在 区 间 Co, D 中 仅 有 的 实 根 ,由 
М0) =1>0 与 М1) = 1+2 <0 
可 知 ,对 于 任何 满足 0 < 6 < 1 — ОН 9+5) «0, DT 
以 在 圆 |x| = 0 + 8 上 有 
[Le] > И, 
ANE] Rouché 定理 可 知 ，x С(х) ТЕ |х| < 9 + ë HUS НИ 
个 数 的 零点 ， 即 СОО ER [r| «04-40 6-1 Л 2 ЛД, du 
8 — 0, 则 得 G(x) = ОЕА |х| <88 s— 1B. DS 
в. (L — 1 тту) 
(LL TFT- L) (L-(L-AY 77944 
=L= (L= EL (L ay y 


—(L-— 1) 73) 之 0， 
БИЧ 
<< (L= (L-I Ty 77, 2<; <s, 
4) 假定 L = 2, 下 面 证 明 方程 
GGz) = x — 221 — 1 = 0 
有 :一 工 个 根 的 模 < 1, 这 等 价 于 证 有 明 方程 
GG) = у + 2y 一 1 一 0 
有 :一 1 Л ЛЯо1, doo > 0, 则 由 Rouché 定理 可 知 , бубу) 


38, 


=y + (2 6) —1 5» Ау < 1 中 有 同样 多 的 零点 . 
所 以 Gs(y) = 0 有 :一 1 个 根 的 模 之 1. д 0, 则 得 G(y) = 
0 有 ;一 1 个 根 的 模 21, 因 GG) = 0 无 根 适 合 |y| = 1, 所 以 
GG) — 0 s — 1 Ий >1. 

由 3), 4) 即 得 不 等 式 (3) 之 右 端 ， 引 理 证 完 . 

| 2. 1) 当 s =2 №, [c9] = тт, 

2) 46-03, [9| = |r| = rt, 

WE. 1) RARS. 下面 证 明 2)。 由 

ху Га? 1 = (x — rt) + (z — L)x + r), TL 

K 
т — 2L + L'*—4 


(т— L? + 4 = 
т 
„ШТ + L'r—3 « 0 
T 
可 知 v9? 55 т® Уно, 
[r9 | = |т®] = r$, 


引 理 证 完 ， 
$6. 方程 х 一 grx 十 (—1)?A, rx" 十 .一 Агх 
一 1 一 0 之 根 
命 5 = 2 K Em ttt, A. 为 由 下 面 关 系 式 定 义 的 整数 


«-()-4-00-4021) 


25—26 + 2 
一 4 » s— 22 k> 1, (1) 
命 * 为 适合 于 关系 式 
am da Mb. sa МЫ 2 
r r r 
的 正 整 数 ,又 命 


H(x) = Eb (— 1) 072 4, ar TaT 4A rx—l, (3) 
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10 Hc) ВЭБ ХЗИ eC e), БИНАН О) o)... о0о, 
5121. 有 估计 ， 
в = st 0(? ) (4) 


IU 00 T), 1«i«s—i, (5) 
4 sin ч.) r 
此 处 与 “0” 有 关 之 常数 仅 依赖 于 *， 
证 明之 前 先 证 下 面 的 引 理 ， 
5122. 有 下 列 恒等式 
Ca + b)” — Aabla + Dy? — Au] a + bt 
一 4,44 7 Ка + БУ (Пера + by 
— (а + C-1)7! == 0, (6) 
UE. Ca + b) — Aabla + 5? X a, b ZR БЖ, 但 无 
ab"! УТД. Са + P)" — Aabla + D)? — Aya Ia + PY JR 
Ж a, ВИНА АЖ ор 与 oz 之 项 。 依次 类 推 ,因此 
(a + D)" — Aabla + В)? — Ardh a + Б) —.. 
— Адата -- bY а — 28 — да = 0, 
此 处 A H (1 EX, 而 《为 某 待 定 整数 ,以 a 二 一 代入 上 
式 , 则 得 
295 + (1 = 0, 
所 以 = C7 1772, 因而 
(a + D)" — Aabla + P) — ... 
— Аав а + Dy — (а + (—1) 1622 = 0, 
以 Ca + ФУ КВН, БИД а = — RASNI 
(一 DA — Айн me c 
所 以 4 = (-1У9, SIRER. 
SD LINER. 在 (6) BEP y, a= — Же + 
(р-р = —1, NENE 
y" Чу — Aar? y — 6 (ТУ ау! 
+ ru, — 1 = 0, (7) 
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EHA a+ b HEHH а, b 适合 于 
r —1 д; 
“一 一 六 а (Db = 一 1 (8) 
将 (8) 的 第 一 式 代 和 人 第 二 式 得 
b* + (—1y7b — rs 0, 
igt-e£ -为 25 次 单位 根 , 则 解 得 
bt, 1=1,2,.+.,2+‹, 


2 
或 
bmc (CT (ul š: 
(280620) 
= (1 + <=)" + 06-9) Ü 
2r2 
= V7 (1+ £D + o675)u, 
2s«r2 
{== 1,2,5, 25, (9) 
代入 (8) 之 第 一 式 得 
a= r (14 СЇР” ocv, 
2573 
і = 1,2, ..-, 25, (10) 
故 得 方程 (7) 的 解 
y= (Е — ЭГҮЛЭ 十 ОЕ 
2sr ER 
+ 06715), 1«1«2; (11) 
Ж а == 代入 C7) 可 知 方程 
z' + Ауга” — Ayr) 一 
+ (—1)7 A. arg lg 1 == 0 (12) 


以 


ЯС s 
z = 7,3709 + о(, Eu > 一 4 (s E) т + o( ="), 
5 
1<;<;—1 (13) 
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为 根 ,将 z = =" {ЧА (12), 即 可 知 H(x) = 0 的 根 适 合 于 《47 与 
《5)。 引 理 证 完 . 

附 记 

这 证 明了 在 代数 可 解 域 由 也 可 以 找到 共 柏 数 的 无 穷 小 阶 相 等 
的 代数 数 。 很 可 能 用 Lagrange 预 解 式 〈resolvent) 法 可 以 在 代数 
可 解 域 中 找到 与 上 节 相 仿 的 结果 . 


$7. 多 项 式 之 既 约 性 


命 
gx) = ase + ++. ах - ад, (1) 
此 处 a(0 ims — ОД, Ни >< 0. 
定理 1， Ж 


la] > Тат t jam] t e t lann) l, (2) 
则 g(x) 为 有 理 数 域 R 上 的 既 约 多 项 式 ， 
证 .由 《27 可 知 
lan] > [a| + [a cde + |a, G) 
所 以 由 Rouché 定理 可 知 , g(x) 5s x E|] [z] < [а ФАИ 
数 的 零点 , 因而 g(x) А |z | < (а АН 9, 由 (3) 可 
知 方程 g(x) = 0 没有 模 等 于 [al 的 根 . 
Ят g) = ul) GO), 此 处 w(x) 与 v(x) 为 有 整 系数 且 次 数 
之 1 的 多 项 式 ,又 若 u(9) = 0, MJ eG) = 0808 ОН > ||. 
所 以 


[a = [gC0)| = |и(0):002| 2 |¿/(0)[ 2 [в |, 
此 为 矛盾 , 故 得 定理 . 

定理 2。 若 g(x) 一 0 仅 有 一 个 根 ? 有 模 2 1, И gley fE R 
上 是 既 约 的 . 

ПЕ. Ж ga) = uleule), 此 处 ulx) 与 v(x) 为 有 整 系数 且 
DOR 22 1 的 多 项 式 , ЖЖ и(9) = 0, 则 v(x) = 0 的 根 的 模 都 小 
于 1, 所 以 [O)| < 1, 此 为 矛盾 , 故 得 定理 ， 

3383. ж 
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[4] > las c dal |] + 1, (4) 
W g(x) 在 R 上 是 既 约 的 . 

ME. 由 (4) 及 Rouché 定理 可 知 x"! 与 g(x) 在 |x| < 1 中 有 
同样 多 的 零点 ,所 以 g(x) = 0 仅 有 一 个 根 3 有 模 2 1, 故 由 定理 
2 可 知 gx) 为 既 约 的 ， 定理 证 完 . 

3EJ8 4. n, v. o 都 是 * 次 PV Ж, 

证 ， 由 引 理 4.1 可 知 

0271, [h] <1, 28:15, 
所 以 由 定理 2 可 知 F(x) 是 RR 上 的 既 约 多 项 式 , 因此 7 是 :次 PV 
Ж. 同 理 可 知 z 亦 * 次 PV EX. 由 定理 3 及 其 证 明 可 知 昌 (x) 为 
BEZUBS e о У s 次 PV 数 ， 定 理 证 完 ， 

附 记 

定理 1 是 Perron, О. 定理 的 改进 ( 见 Perron, О. (11), 亦 是 
Bernstein, L. 定理 的 改进 ( 见 Bernstein, L. [1], 定理 12). 定理 
3 №, Perron, O. [1], 或 Perron, О. Algebra IT, Berlin, 1951) 又 
ПОТЕ, Ф A 

x — x5 — 1 = 0 
在 R 上 不 一 定 总 是 既 约 的 ,例如 
хў да 1 == (2 x+ К) E о 1), 
(参看 Bernstein, L. [1], ЖЕРИ 11). 


$8. 7, т, оо ИЖЕ 

1) dy FCS FP) (п = 0,1, =) 为 由 下 面 的 递 推 关 系 定义 
的 整数 贯 

Fo 一 Ti 一 一 一 0，PF_ = 1, 

Fars = Fapa Fasc ct Вы Fay 220, (1) 
由 定理 7.4 可 知 方程 

F(X) = х'— д0 666 6 а 1 0) (2) 

的 最 大 实 根 "29 s ХРУЖ. RORE Е,(= FP) 为 广义 的 * № 
Fibonacci ТД (W, Bernstein, L .[1]), 4 í = 2 HJ, БЕ ЭНД) 
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Fibonacci 1,96 БО 是 通常 Fibonacci 贯 的 推广 . 命 


_. _ leg 110] 


(3) 
log 7) 
则 由 引 理 4.1 可 知 
pL —® ( — 1) > leg(ü-—-27) 
log? log 2 
>— + l e) 
гэ 27 юв 2 221° 


Bx RC) 的 一 组 基底 
w= 1, 60, = 1-1, 
аз == ар р 1,0705 0; 1 (5) 
命 
F,G) = Fe 一 Fo 一 一 Po 231535, (6) 
则 由 定理 2.2 可 得 
定理 1， 当 ”>> БЕ 


Е, 


~i- l] _ 1 
<el F, “юй ЗГ, 2}. C) 


Ш; = 2, 3 时 ,用 引 理 4.3 代替 引 理 4.1, 则 得 
定理 2 当 s =2,3 0}, (7) 之 右 端 可 以 分 别 换 为 c) Fz- 
CEOL 
2) в С,(--02) (n = 0,1,、'…) 为 由 下 面 递 推 公式 定义 的 
整数 贰 
G 一 G 一 … 一 6 一 0，6 一 1， 


Gnas LG G,, n> 0, (8) 
此 处 上 为 整数 22 2, Шэнэ 74 可 知 方程 
ба) = = — Lx!—1=0 (9) 
的 最 大 实 根 z 为 了 次 PV Ж. do 
p = c EIE (10) 


由 于 
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-41- -lL 
Іор (L — (L — 1) 1) = log L + log(1— L*(L — 1) =T) 


-—l. --32 
2lgL—L"7(L—1) 7T — L2(L — 1) = 
zlgL-—L^-—L^, 


K log (L + 076-0) = log L + log(1 + L7) 
` < log L + L7, 
所 以 由 引 理 5.1 得 
— f— re 
p> тэн DO 十 2) 


тата) 
s= 1. Llog L L’ log L L:log L 


>l (1- 1 _ 1 __ı 
s—1\ LlogL  L'lgL L:log L 


1 1 /, 2 1 
Ur»; LigL Dx) (11) 
故 由 定理 2.1 可 得 I 
定理 3. л>, 


Сол. ‚| -—— 4. 2 0. і 
| sti — ті | < с(т)С„ TT (бер g-ype , 
: G, : 


1<1<;—1. 412) 
当 s = 2, 3 时 ,用 引 理 5.2 代替 引 理 51, 则 得 
定理 4 М: =, 31|, (12) ZARTAN стус са 
5 ¿(z)G, 2, 
3) fü HCHP) (x = 0,1, -ЭЭНСЕШ ЖЭ АЗЕ X] 
整数 贯 
Н,--Н,-»-... = H= 0, Hm =l, 
Ны = Н, H (SITA ar ЭН, 
++ ArH + R,, "20, (13) 
此 处 Ais +, ALLE (61) 定义 ,而 + (6.2). 22-17 ЫН 
知 方程 
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H(x) = yf — gi (—1)774A, — За 


+ +. — Яих 1 = 0 
HUESCA SE o Х sW PV ER. £h 
__ log | соб) 
р = —— » 
log о 


则 由 引 理 6.1 5151 


tog (47( sin < Y) 十 OCr 5 


р 一 2-3 
log 527°: + O(r 2) 


log ” + 21og 2 sin 7.) + °” 2) 


EC — 1)logr + 2 log s + "E ту 


1 C1 €2 ( 1 ) 
= бы F — +o {1 _ 
$—1 logr  (logrY (log r) 7? 


此 处 
2108 [2 sin 2.) 
205 
ГЕЯ (5—1) ° 
410851 (2 =) 
Mog? _ og slog | 2511 P 
£177 (s — 1» (s 一 1)? 


显然 H, 为 递增 贯 , 故 由 定理 2.1 可 得 
定理 5。 当 ww 之 s 时 有 


[E — wl «Сон, l&j«s—1, 


此 处 e 由 (16),(17) 定 义 ， 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


由 这 三 个 例子 可 以 看 出 Уой ОЛ ЭЭ СН БТ B E TR 
2, ЇНт Зо пеха, КЕӨ SI ЭЭ БД 


G, 与 н, ИЙИНИ (в бен ы Мен бох). Ti viec зо 


ERE RA — 88,48. F, Ë —€ P 应 用 价值 ， 
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附 记 . 

关于 普通 二 维 Fibonacci 贯 的 推广 问题 ， 除 $ 1.3 与 这 里 所 讲 
的 两 种 推广 外 ，Raney，G. N. 还 给 出 了 下 面 的 推广 。 m Q 一 
0, = (ai), wH + j<n 十 1 时 ， 85551, 否则 a; = 0, E 
фи» 一 (1, 0, --., 0» 及 Qs = 0Фф,,4(4 = 0,1, <), 则 称 列 
矢量 由 ,为 广义 Fibonacci Ti. 

4 D, = det (Q 一 М) 为 2 的 特征 方程 , WY п = 2-4 


他 为 素数 538, Сл) 在 有 理 数 域 尺 上 是 既 约 的 ,但 并 非 对 所 
НИ т, D.C 都 是 既 约 的 (例如 4 一 4)， 当 D.C) 既 约 时 ,可 以 
用 本 章 方法 得 到 ?个 整数 贯 uuu) (rm 1,2, 7,04 = 0,1, 
"772, 满足 由 DO 构成 的 递 推 公式 


: 1. 
. (++ [il 


- 2 


1-0 1. 
Н 
此 处 初始 值 分别 取 自 方 阵 (os n. usc 的 行 矢量 , 则 得 
УОЛТ 
所 以 这 种 广义 Fibonacci 贰 是 可 以 用 本 章 的 较 简单 的 方法 得 出 来 
的 . 由 于 当 225 8 , 0,0 并 非 PV 数 的 定义 多 项 式 ,所 以 很 难 希 
望 Poen C ВЕЕР D,(2) 的 绝对 值 最 大 的 特征 根 1 DRE (Re. 


вле; 
2 + 


(—1) Quar) = 0, 


注 释 | 

$1.РУ 数 的 定义 首先 是 Рио, C. 与 Vijayaraghavan, Т.П! 5] 
进 的 (参看 Casels, J. W. S.[1])， 本 节 引 入 的 定义 PV Xt o mr 
近 分 数 的 方法 即 通常 的 Jacobi-Perron 算法 (参看 Bernstein, L.[1]). 

551-5. 见 华罗庚 与 于 元 [6,7,8] 

$ 6. 参看 华罗庚 [51. 

$7. Wit ERES — 111, 2 Be ETC U71] 

$ 8. ПРЕ 6,7]. 


PZE - S ^r du 


SL 一 致 分 布 


命 * 为 一 正 整 数 及 G, 表示 s 维 空间 的 单位 立方 体 
0« «1,399, 0<x,<1. (1) 
命 # 为 一 正 整 数 及 
PR) = СС), “сэ, С), lSREn (2) 
表示 G, 中 的 一 个 点 集 , 此 处 
ОЗ) <1, ISIS, (3) 
ХГГЇЁ у = (у, лэлт € G,, fü М,Суд = NX 
т) 表示 P(XKX1 < k < n) 中 适合 诸 不 等 式 
0 < (0) < ус, ОК < у, (4) 


э 


的 个 数 . 
sup xn 一 yi = 26), ivb- rene — (з) 


YEG, . 


则 称 点 集 P,O < k < x) RE eGD. 
@ ni ЛЕЖА 
1<љ <<, (6) 
УР п 有 一 个 G, НАА Р, (00 < k < n), BAR 
Ж фп). Ж pa) = o0), ДИЖЕ Р, (ЮС mc 
为 一 致 分 布 且 有 偏差 фо), 
特别 当 т = 1, ОСК) = aR) e PR) 一 1, 
2, +) 时 , 则 称 贯 
РСҚ) = хуб), ct z (k), k=l, 2 (7) 
E G, 上 一 致 分 布 且 有 偏差 p(x). 


. 48. 


$2. ERA 
8138 1. 4s r JERK, a, В 为 实数 及 A 满足 
0<A< T А«В-а«1-4, 


11:2:3588:1:1:12:::11028:3:2753:1:28 
1) U(x) = 1, Ма+ д.96 ZA, 


^ 2) 0«U(x) «1, Ma—LAXs&a A 及 8 一 


1 | 1 


q4^S*&FtLA 


3) (ж) = 0, МА чае A, 


4) Ф(х) 有 Fourier 展开 
U(x)-—8-—oat» C m)"^"", 


eo 


此 处 本 "表示 在 求 和 号 >н m= 0 一 项 , 而 


m=- o° 


нд < mia 8- л (Да 2) 


证 .定义 以 1 为 周期 的 函数 
1, Ще<х<8, 


1 ` 
V) = V? 2 r = а 55 z = p, 
0, Ира, 
ї Kx) 有 Fourier 展开 
Vx) — c + ХУ CO слийн, 
此 处 
1 
cC = | Ш,Сх)4х = @— о, 
1 M . B А —2літа 210 „maim 
c = | Ir (e) e inim. == | ет fx = € ё ; 
0 а 


2xim 
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ЕД 
(0) 21 
1с» I< < min (8 — в, 251) 
TA = 2r5, M о = 1, 2, etas ri, 用 归纳 法 定义 
210 
ORE: |”, V, (x + z)dz, 


我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 


1) W,(x) = 1, Мо + p8 < x < B — (08, 

2) 0 < V ,(x)x1, Ma— p < x < a + 05 É. В pò S 
x < P + 05, 

3) Tr (x) = 0, M 8 + рб < z < 1--a— рб, 


4) Ú (z) 有 Fourier 展开 
V (x) = Cf? + Сен, 
Ж 
СР! = e — е, 


р Ш 1 /^ 1 pti r p 
[AE < min (в eu nl) 53 ) 
事实 上 , [BUE Va) 适合 1) 一 4), Sg AR pr (z) 适合 1) 一 
3), 下 面 证 明 业 ,(x) 适合 4). 


1 1 6 1 
cP = | VU (x)dx = 25 Nu е + oz) 


= C = 8- с, 
С! = | V (x)e mx — l f enim ge f Var z)dz 
” ° ? 26 Jo -— P 


= ы |" едхїтгй» 
一 5 


_ Cg 人 PLI — — 
m . 
43116 
= cp (= inim 一 сү 
т 7 э 
4nimó 


.50, 


因此 


EM e 7) 


ЇЗЭЛ «ти (8 — а, —, 
z|m| 


JX (z) = v), 则 得 引 理 ， 


$3. 指数 和 与 偏差 估计 
引入 记号 x == шах(1, 
- > wp 表示 矢量 а 5 В 的 内 乘积 . 
定理 1， 命 ， "为 正 整数 及 /为 正 整数 > t, 此 处 了 适合 于 
os < L, WATER ve G EE на 


| эмд - < (л), 


х), lvl = Y," Ts 5 (a, 8) 


(1) 


此 处 


, 


1 x. 2ni(m, Pn(k)) | + (3s + 6)q 
n ,-i 


ФО) = A, E 
‚#7 = (ов 447, (2) 
其 中 x инан m = 0 = (0, +++, 0) 一 项 ， 
证 明之 前 先 证 下 面 的 引 理 . 
引 理 1。 34 5K “为 整数 之 1 时 有 
У lia log n (3) 
5 
Si. 1 Qua 
2, » > 1-1 n^ (4) 
证 .由 于 
1 " dt 
А m Г. t ? 


“€ 51 ° 


所 以 


x 1 eie esu аа 
m=1 772 


= 1 + logn, 
故 得 (3) 式 ， 又 易 知 


引 理 证 完 . 
定理 1 的 证 明 ，1) h y € G,, 此 处 у 适合 于 
3g < y < 1 — 15215158, 

B| AER 
1, ММ 0 =< y < x, 


ow = 57 Mr«ycl, | (5 


Л 
Ini) 51-53 equ» O 


шил дусу, "=1 
16953 


з 


M 3p < x < 1—31) К) 8 2.1 构造 两 个 辅助 函数 С? (у) 
与 GPO), GPO) 满足 


1) GPG) = 1, ш —n < y < x, 
2) 0 < GPG) «1, Ш п < y < —n K z< y < x+n, 
3) СРО) = 0, M x +? < y < 1 — 2, 


4) СО (y) 有 Fourier 展开 
СФ (y) = x + 23 + Z'C(m)e??, 


其 中 
7” 
Clm < min [z + 27, эриш 
GPO) 满足 
1) GPO) = 1, 34 27 < y < x — n, 


2) 0 < GP(y) «1, Myy =< 2 K x — n < y < x, 


.52 = 


3) GPO) =0, Шх«у«1-л, 
AY С2(у) Fourier 展开 
G)(y) = x — 24 + ЕС m)e "ту. 
其 中 


一 1 _ 
|С.От)| < min ( 25; z|m|" БҮС ЛЕ) 
则 得 
GPU) < G,G) < GPO). (7) 
H 4) 及 引 理 1 可 知 
Су) = У) С.Ст егч + 9 > — 一 一 一 二 


кВ тэй 7 7 Z: 


= У) cC (my + 2977 (8) 


= хэ d 
此 处 及 以 后 9 BERGE CT 0 < 9 « 1 的 数 ,但 不 一 定 都 相等 ,而 
С.С0) = х + 29, ЖКН (6), (7), (8) 可 知 


L ny) <E Т| єв) 
n n k=1 у=1 


1 : ( 28,773 
—. С (т )егайта ду 十 一 — ЭБҮ) (9) 
П k=1 r=1 РЭ | a^ pti 


由 引 理 1 可 知 
h 
1+ Усы «24 2 917 
Imi A Я m=i т 
< 2 + 2 tog à 十 之 «24206648, (10) 
л х л 
XE 
(у: + 29): °бу, + 23) < убу; + 29) t Су, + 29) 
+ 21:5 < |у| + 27), ат) 


所 以 由 (9), (10), (11) 可 知 
LN) — y| < >) €): 6G, > Уу ань Шу 


imii&A k=1 


. 53 o 


r—! 51 
429 十 28:72 (2) (log 644977, (12) 
л 7 r T 


用 СРО) RE GPO), War 4-М,(у)- |у 一 个 类 似 的 下 界 
估计 ,所 以 


1 | 
-Ny) — ||| < ть, 
n |< Z тај! :> | 
1 
+ 25) + Ay 098 бад) = Ф СЕХ). (13) 


2) Jy 的 分 量 中 及 之 1) 个 适合 于 y; < 30, MERGE 
më T 39 < y, <1 一 33, 则 定义 у = (у, "°° 7), 此 处 当 
Yi < 31 时 ， Y; = 31, 否则 Y; == yn И NO) > NO)». 所 以 
Hi 1) 可 知 

A0 y| < МОЭ| + yp < | ОО — y, 


шаргал (14) 

3) 显然 当 y 的 分 量 中 有 г ХЕТ 而 其 余 丝 不 超过 1 一 37 

时 , 则 问题 化 为 * 一 “上 维 的 问题 , 故 (14) 仍 成 立 。 对 于 任意 ye С,, 

命 Y 与 y AME y tB 8 y; 1 — 3 Z y; Ë XJ 1—3n9 与 
1, ifi EA E р аж Е, N 

E- wi | «s хэн 


ixil, 


k= — |y] |} <o + én + 39, 


MEER. 
$4. 同 余 式 的 解数 估计 
本 节 将 证 明 
5381. d M 21, 假定 同 余 式 


(a,m) = 2, ат; = 0 (mod n) (1) 


«54 5 


在 区 域 


Ї | < M, m 3e 0 (2) 

中 无 解 , 则 (1) 在 区 域 
ml < IM (3) 

中 的 解数 Th 适合 于 
TY < c(ey**M*, (4) 


此 处 1 为 整数 29 1, 而 s СКИДА) KOREA ЕТПЕ. 
我 们 用 Ph 表示 边 平行 于 座 标 轴 , 体 积 不 超过 M 的 ， 维 平行 多 
面体 ， 定 理 1 的 证 明 依赖 于 次 之 格 点 覆盖 定理 ， 
8|38 2. d] 为 整数 宇 1， 则 ， 维 区 域 (3) 可 以 被 不 超过 
c e) THEM" Л Pu 型 的 平行 多 面体 所 履 盖 ， 
WE. F 
с(в) = 215 > (atn 十 279), 


1) 对 于 * == 1, 因 区 域 (3) 就 是 开 区 间 《〈 一 AM , IM), FUE 
可 以 被 不 超过 
тт 
个 型 为 [c, c + МПА, 此 处 “为 常数 ， 所 以 引 理工 对 
Fs=1 КМ. 
2) 假定 不 为 正 整 数 及 引 理 对 于 一 1，2，.…，,A 成 立 , Е 
证 明定 理 对 于 5 = А +1 亦 成 立 ， 
用 超 平面 
ma = 0, x24, #=0,1,--., [log M] 


将 区 域 
йы < IM (5) 
分 为 2[log:M] + 3 Hr. 
G) ma = j, |11, 
Gi) 27 < |m] «2711, ¿= 0,1, +, [ogM]. 
3) 假定 712 = ГА 则 


. 55 >» 


т, < М 4. 
m, (<= «(E-] + )u, 
故 由 归纳 法 假定 可 知 ,上 面 的 和 & 维 区 域 可 以 被 不 超过 
= cct (|| +1) M 
о-о (4) 
个 梧 型 的 平行 多 面体 所 覆盖 。 以 这 些 PE 为 底 , 以 1 为 高 , 作 
Рин, 则 子 区 域 mua = 可 以 被 不 超过 2 个 PLU! 型 的 平行 多 面体 
FEAA G) 定义 的 一 片区 域 可 以 被 不 超过 
х (L| e 1Y a 
ЭЭС (БЕ ) (6) 
个 PE" 型 的 平行 多 面体 所 覆盖 . 
4) 考虑 (3) 的 于 区 域 
29 < men < 27, (7) 
则 当 Mka 一 21 +1 时 有 
mem e, 
故 由 归纳 法 假定 可 知 上 面 区 域 可 以 被 不 超过 
«Gy (Ey (8) 
个 Phz RETS ВИК. DL Pt, 为 底 , 以 27 为 高 , 作 多 面 
Ik Рин, М 24 4-21 4 12 24， 所 以 区 域 (7) 可 以 被 不 超过 
eG (ZE) 个 Ру 型 的 平行 多 面体 所 覆盖 。 因此 由 Gi) 定义 的 
区 域 可 以 被 不 超过 ' 
Поз: M] MW 
ДООР” (У) (9) 
МР 型 的 平行 多 面体 所 覆盖 . 
5) Bi (6), (9) 可 知 , Б (3) 可 以 被 不 超过 


2 2+5 
с(вуч м У (2 + 2.) < (енд Ме 
1=0 


q pte 2°? 


个 РИ" 型 的 平行 多 面体 所 覆盖 , 故 由 归纳 法 即 得 引 理 ， 


+ 56 4 


o MEER 


引 理 1 的 证 明 。 由 引 理 2 可 知 ， 只 要 证 明 同 余 式 C1) 在 任何 
.Ph 型 的 平行 多 面体 中 最 多 只 有 一 个 解 即 可 。 假定 同 余 式 (1) 在 某 
Py HARDIE m Бю”, па < m”. fm = m — m”, MJ 
|mi| < M, m 0 及 

(a, m) = (а, т’) — (a, m”) = 0 (mod x), 

故 得 矛盾 . 引 理 证 完 . 

引 理 3。 在 定理 1 的 假定 下 有 

Tu < «(Л log 31M УЛ, 

证 . 不 难 用 归 钠 法 证 明 在 引 理 2 中 将 св M* J 2g 

«(еЖ log 32M УЛ 仍 成 立 ， 政 得 引 理 ， 


$ 5， 同 余 式 的 解 与 偏差 估计 


本 节 将 证 了 明 
定理 1。 BERRA 
‘а, = 0 od n 1 
«E (а, m) (mod 2) (1) 
lm] < M, тә 0 (2) 
中 无 解 ,此 处 M > 1, ИЕ 
(et)... Rp, 1 < < (3) 
有 偏差 | 
pln) < ele IM 1083 M): (4) 
8| 1. mm, 2 为 正 整 数 , 则 
ан == 当 nim, 
> шин " Март, 


证 明 见 华罗庚 [1] 第 七 章 ， 
定理 1 ШИЛ, 486227. 由 引 理 1 及 引 理 4.3 可 知 
1 | 2 ын = 


e 
ТЭРЭЭ! лаа! # k= 


2 у” «X To — T!) 


(mj <h 
(am 200047) 


A! 
1 1 TES _ 
— MAS Tin (2 - 22 +- 
£1 “хт ITU ОМ 


«оодмэ >) Сезм)” му. (болм) ) 
1-1 
< е$)М“ ой М)". 
在 定理 3.1 中 置 7 = 1,17 = a K == 7([M] + 132, 8 83 
m, 


56. 分 部 求 和 公式 
引 理 1， 命 slm) 表示 m 的 非 负 函 数 , 则 - 


ху Xe OM 


ID: imi NE тү) = mia " т}, 


х > o >) > ... > gd, 
БАБ |5,| «лн [8,4] <”) КАБЫЗ 
此 处 > 表示 通过 (1,.……,s) НА i = Ctesi) 求 和 . 
证 ， 由 于 


> £O». ~ (0) + xi (gCm) + gC—mY) 


= 20) + D- 0) GQ +0) 
trr OE «XL > 800) 
+ 1 >; 20), 
ДҮҮ 
所 以 | 
У £m) < s" L— (>: Уот, 
KAES [ш] IP; à TR, ' * In, — m Aem, 


» 58 + 


: Bl 


77-13 k) + 4. ` g(m., tt mask) | 


Ёва 


A 

1 S 1 d 

+ >; 一 一 一 一 >) gm ть) 
milga m 55771 түшү ШИГЭЭ 


N 


* L >; gimis’ ` гтэ | <... 


7 А Р ^; таті oom 
х 2, > sh) 
LARA Hg SAt Ра « ча [kj VS 
引 理 证 完 . 
$ 7. 偏差 比较 


引 理 1。 假定 点 集 P,O) = (а +++) < А < 
n) 与 点 集 0,00 = ОО, o, ИЮ) < k < n) 分 别 有 
偏差 gln) 与 400), H 
С) -700| «64, 1< k < n, 1&i«s, (1) 
则 | 
|Ф(#) — #(n)] «540, Q) 
Е. WT y€ G,, 定义 Y = (yl it y) ЗҮ = Gb 
y: ), 此 处 
, Wa M y;—820 


Yi = 

0, M y; — 6 < 0, (3) 
” (nt M y; + ó < 1, 
Yi = 

1, Зүйн ó> 1, 1=<; <. 


fs М,Су) 5 М,Су) SER RPO Rx n) 509,Q00 «RR 
< n) 中 落 入 * ERE 
0< x, < y), ° * ° , 0 < x, < у, (4) 


中 之 个 数 , 则 由 (1) 可 知 
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MYY < М„Су) < М,(у”). (5) 
又 记 
а= [MOD ур, о AD |||, co 


则 由 (5) 可 知 
| 一 M | < max (01, 03). (7) 
由 于 
oSI = lyi <o n (TI r Д), 
所 以 
в <|) y| | + УТ yb a6 + a, (8) 


{Ж uj AU о, 亦 满足 同样 的 不 等 式 , 故 由 (7) 可 知 


Pn) < dn) + sò, (9) 
类 似 地 可 以 证 明 
dC) < qn) + 56. (10) 
引 理 证 完 . 


5 8. E REGE S EIAS DAR 
我 们 用 h 一 (№, h.c "s he) № паб = ( m, m, ***, т.) E: 
TERE, 其 中 加 一 1, XE m 一 (m, tts m;). 本 节 将 证 明 
引 理 1. 假定 对 于 任何 m = 0 E 


(GQ, m)? > b ||m|| :, (1) 
Ша, JS эа 213502 ЫН ,ХЇБЕ 
Jy «ds, 1<;i<;, (2) 


此 处 4 为 正常 数 ,而 ?适合 于 0 << g < 二 ， 则 存在 正常 数 5,4， 
5)(<1) 使 同 余 式 
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(h, m?) = > h:m; = 0(mod n) (3) 
在 区 域 | i 
[Im *c(b.d,s)ni?*, m® 5 0 (4) 
dC. 
ШЕ. 45 m? 3e 0 为 同 余 式 (3) 的 解 , 若 m = 0, 则 m, >< 0, ЕН 
(3) 可 知 то = 0(mod 22, ВТР [m°] > 2, 从 而 та? 不 属于 区 域 
(4), 因 此 可 以 假定 m а 0, Ж 


则 


故 得 定理 ,现在 假定 
Im] < (2 ) о, 


因 
(a — В) > а) — (B, 
所 以 由 (1),(2) 得 


Imi > (m = (1 > вт, > Су, m)? 
- (> СЕВЕ ЖЕТ A, lim. 


从 而 
ва > тыас; — jm >т оу н Rn 
- (2) Е n TFET > L aa THE ийг „ТИ, 
引 理 证 完 ， 


» 61 ° 


$9. Жаль 
本 节 将 证 明 下 列 三 个 定理 . 
定理 1。 假定 对 于 任何 整 矢 量 m s 0 dedi 
Cy, m» > blim”, (1) 
此 处 a6 为 适合 于 1 аа Rb 0 之 常数 , 则 点 集 


P.G) = (171), tes 474), 1 SREn (2) 
有 偏差 
Pln) = cbs) nD log 3а), (3) 
其 中 bag 表示 Kronecker 符号 ， 
定理 2， 在 定理 1 的 假定 下 ,又 若 


A y | агт, 1<¿<;, (4) 


此 处 4 为 正常 数 ,而 s 适合 于 0 < s LAE 
(ТЕЬ U8..... ta), 1<k <n (5) 


有 偏差 
PCa) = (9, 4, 087595 Clog3 at, © 
定理 3， 在 定理 2 的 假定 下 , 又 着 整数 4 适合 于 1 << 


os , 则 点 集 
(us p eem 


有 偏差 
Pla) = clh, d,s)g 1 log 3g) Hna, (8) 
证 明之 前 先 证 下 列 诸 引 理 . 
引 理 1。 命 6 为 任意 实数 , 则 
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证 明 见 华罗庚 [11， an 
238 2. 有 下 列 不 等 


WE. 40 <a < 11, 
š dt _ n° | си 
>< «ie e oia 15122 
男 一 关系 式 的 证 明 是 类 似 购 。 引 理 证 完 ， 
引 理 3， 命 9 = [2"Iml|-27] + 1, 此 处 ms 关 0， 则 在 定理 
1 的 假定 下 ,在 任何 区 间 CP, P + 07] imn RIP HIST A 
(К, у) = 2, Кт ИЖ k ХЕХЕ, EE RET. lkl < 
Im; | (1 < ¿ < E | 
ШЕ. FEKI (Р, P + она @ Л д (К, y) 5 CR", 
y), 此 处 kK = К”, [| аглаг агаглглегч PS, DU 
«(Е — К”, 30» ол, 
男 一 方面 ,由 (1) 式 可 得 
(Kk К”, у)) > ok — kl > 2752 7°:> 07), 
改 得 矛盾 、 引 理 证 完 
引 理 4. из ЕТ 
Е —<401 
Ik; img < y» 9 log 30. 
证 ， 将 区 间 (0,1] 分 成 2 个 子 区 间 
= {Ll 1+1 = ....0- 
r= (5. Q |, i 0, 1, ,Q 1. 
Ij; 中 不 能 包含 点 4E, у), ЕЕК 0 |А < |m | G < ; S), 
否则 由 (1) 得 
Q^ > <(К, у)? > blk] > | | > 07, 
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此 为 矛盾。 又 由 引 理 3 可 知人 在 任何 1; 中 最 多 只 包含 一 个 点 《k， 
у), 此 处 7 之 1, 因此 


0-1 
> | 1 
ж «ОЕ, у)» E & 2406 og С Q log š 


引 理 证 完 . 
引 理 5， 404 Hs , 则 在 定理 工 的 假定 下 有 
„\” «cb, sae log AJ èna, 


тийн Ie y» 
. НЛ 2, 4 55] 6.1 得 


^ 1 
x SK y» ^ > > QE 2 min, И т, 
х X \ ... ` . , 


шон тат Чу Гц, (Ck, y» 


А 5 A 
= D тр O Оны 


m) logh < elh, sR TD log А) а, 
引 理 证 完 . 
定理 1 的 证 明 . 由 引 理 1 与 引 理 5 得 
1 1 2жї{т,у)Л, | < 1 1 
—— | e r ` I — | — — 
wi [m] 1 z 2; АЕ; юугаа m], у)> 
<L elh, sJan ThT log А) на, 


在 定理 3.1 h1R = 1, 3 7e 5 à = 8 ШИҢДЕ, 


定理 3 的 证 明 . 由 定理 1 可 知 点 集 
Gr. гэ (yk), 1€k«q 
有 偏差 (Cb, s Jg og Apte "， 故 由 (4) 及 引 理 7.1 可 知 点 
集 (7) 有 偏差 
plq) = сСЬ, ғ)4 log 34) + sdqn 17$ 
«СО, 4, ғ)47 Clog 34)! na, 


定理 3 证 完 . 
又 由 定理 5.1 及 引 理 8.1 即 得 定理 2. 


$10. 偏差 的 下 界 估计 
EHL 假定 ;之 2， 则 对 于 任意 点 集 PROSS) Ë 


par) > 2775 — 1) ? nÍ Goga) Z. (1) 
定理 1 显然 是 下 面 定理 的 推论 
定理 2， 假定 ;之 2， 则 对 于 任意 点 集 P,(RK)1 < k < n) 8 
有 
j. (N,(x) = nix Ydx > 277 — 1У7979(оа тул, (2) 
ИЕ: = 2, 34: > 2 时 , 证 明 是 完全 类 似 的 ， 记 
PCR) = (Xr Ү,), 1 < k < n, (3) 
任何 满足 0 委 x* 委 1 之 xx 都 可 以 唯一 地 表示 为 无 穷 级 数 
nu X? ... х = 0E 
ое » xx 一 0 或 1 
命 


Tæ) = (—1)%, r=1,2,-:-:, (4) 

fp m > 2 为 一 个 待定 整数 , М (х, y) E С, 时, 定义 函数 F (n, y) 

(r= 1,2, 7 一 DUF: РН ЛАЗ 
(Xr) = ax). E д, (Ха) = х, (м), 


УСУ) = уу). шиг Ут Y,) — ym ty) (5) 
成 立 , 则 定义 FG, у) == 0, 否则 
F(x, y) == T, m-l). (6) 


SIR L 1112-2237 
(уы Pa, ya = 0 0) 


a2 Tti 


in 


MM 


y rna FC, y)dy = 0. (8) 


. 65 = 


M y 国定 , M e E Lat, Ca t DHG, e 的 二 进位 
— vns ҖИҢЕ, z, 之 值 为 
нм {> x r€ [42770, 2775-8277), 
Cod, хе [277 + 27, Ga + 1327753), 
敢 得 (7) 式 ,类 似 地 可 得 (8) 式 ， 引 理 证 完 . | 


51 2. (m 
Fæ, у) 一 > Fx, у), (9) 
则 | 
E 1 xyF(x, уМхау Ze (m — 1)27?"(2"7% — n), 
只 要 证 明 
N » xyF,(x,y)dxdy > 27"(2"7 — n), r= 1,2, 93.71 


ИП. х 的 积分 区 间 分 为 2 一 个 等 长 部 分 , $ y 的 积分 区 间 分 
成 2” 全 个 等 长 部 分 , 则 上 面积 分 等 二 


2 + x) Су + V) Ggn л) Csgn $2dxdy, (10) 


— 

此 处 sgny 表示 x 的 符号 ， 
Xi 22-13 1 
2 277 2” 

== AA + ... 十 Ут + l 

1 2 Дэг 2n-? 
而 2* 表示 过 所 有 的 无 任何 《1 ЗА Зв) 68 (5) SN БИ NZ ЇЙ} ха,» 

tt, Xs Yis 7» ГРЕЕ ХОЧ. 
Zl 
j £ + x)sgnxdx = | x gn xdx = п?, 
所 以 (10) 式 等 于 
> 272”, 

整数 组 Xis Kl Yis 11» Pur 的 总 数 为 277. mni C» X 
及 成 立 之 总 数 不 超过 ч, 政 2* 中 之 总 项 数 不 少 于 277 — п. З| 


° 66 ° 


Cd 


证 完 ， | 
sima. [ | FG stp < m — 1, 
WE. ЕНЕ (х, у) 的 定义 (9) 得 

f |, F(x, уУахау = > | | F,(z, уудхду 


1(1 
ээний 


H T|F(<x,y)| «1, ЕД ЕХЭ КАТАА m — 1, $ 
往 证 明 第 二 个 和 为 0。 жу, в 80 АЈ 6 2" 
的 2 一 个 小 区 间 , 类 似 于 (7), 可 知 在 这 些小 区 间 上 ,积分 之 值 都 是 
0。 引 理 证 完 ， 
引 理 4 | | FG, аку mo, 1<{<. 
Хр Yk 
WE. 由 F(x, у) 的 定义 ,只 要 证 明 
| | F(x, y)dxdy = 0, г= 1, 2, ++, т — 1 
КАК 
即 足 。 将 上 面 的 积分 为 下 面 四 个 积分 之 和 
NI -11 -11-1 Г, (10) 
Xk ть lx Ју xy Jy x Jy 
ШАХ ZXimx22UUIBe MES Y > Үд, 
XA 27€ v BOXE Z ИМЕ. НН 
X <x<X, Y,<y<Y 
中 ,(5) 式 成 立 , 故 (11) 式 中 第 一 个 积分 为 0, 由 引 理 1 可 知 后 面 三 
个 积分 为 0。 引 理 证 完 . 
定理 2 的 证 明 。 由 引 理 4 可 知 
| | N,Çz,y)F(z, y)dxdy = | | F(x, у) ( >; 3 4х4у 


k=1 
X, Y, cy 


2 fl fi 
一 F(x, yMxdy = 0. 
2, NM Са, у) хау 
WH 512274 
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ИКС? — N,G, у))Е(х, y)dax dy TIELE y)dxdy 
9 793 049 
>=> (т — 1)27"(2"7 — р), 
Бат (ii 277? > n, ЕҢ Schwarz 不 等 式 及 引 理 3 可 知 
[i [ Cary = N.C, уучу 


0 


> (Ll es = ses, nn 


> (m юэ Е? нээ ву". 
Hem YE 


1 


t - 
| Е(х , умеду) : 
0 


0 


8n < 2" < 160, 
则 得 
2"? —5 2n, 422799 25278, т> logn -+ 3, 
从 而 
f | (N Cx, y) — nxy)dxdy > 27 log ui, 
定理 证 完 ， 
凡 偏 差 满 足 
pln) = Olne) (12) 
8)-422) Р, (k) (n < n, X o) ЖАН ТА 
贯 ,此 处 与 “0” 有 关 的 常数 依赖 于 e, 
注 释 
$1. И, Weyl, Н.111. 
$2. П, Виноградов, И. М.111, 
$3.24 s = 1 Ff, М Ега, P. 与 Turan, Р.(11, 一般 情 况 ， 
参看 КоКяша, J. F.[2], Hlawka, E.121 及 华罗庚 与 王 元 {7]. 
$4. WL Бахвалов, H. С.111, “28:55 5171. 
$ 9. E98 1 Æ Niederreiter, Н.С 及 华罗庚 与 王 元 "1 独立 证 明 
ВУ. 
$ 10. 关于 偏差 的 下 界 估计 ， 有 Van Aardenne-Ehrenfest, T.” 
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的 结果 (n) > 21081987. лери 1,2 的 证 明 见 Roth, K. F.[1]. 
nlogloglogm 


当 s 一 2 时 ，Schmidt，W，M.O 更 进一步 证 明了 定理 1 的 右 端 可 
以 换 为 2198". 
7 
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第 四 章 “各 种 点 集 的 偏差 估计 


$ 1. 平均 格 网 点 集 


ЭНН 522, Шт, 


m, m, М, т = min(m,, 


(4. ... КА 
› 5 
(mi 


) 0< /;<< т, 10; (1) 
т; 
称 为 平均 格 网 点 集 ,下 面 求 其 偏差 


定理 1.。 ДЕСУ 


e. m, 为 $ + E #& в = 
e, m). КА 


pln) «2771, (2) 
证 . y € G,。 由 于 适合 于 


— < Yis 1, == 0, 1, 
15897727) тү: Ch myi АЗЕ ЖО R туул! + 1 C miy RE 
整数 ), 所 以 


М,СүЭ = Соту] + 8,): (ту: + СЭР 
其 中 9; = 0 或 1(1 < ; < s 因此 


0 < шал 


— iy < | син 


= I (v, + 一 ) 一 П yi; < 29873, 
+=) ` 77, EE 


点 集 (1) 的 偏差 适合 于 


П Yi 
定理 证 完 . 
定理 2. 
TOERKE 227), 


ШЕ. REDDE т = mo oy m (1,1). M 
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(3) 


п 


N,Cy) == ту , "m, 一 тг» 


定理 证 完 ， , 
由 定理 2 可 知 平均 格 网 点 集约 偏差 p(n) 不 能 比 CO(>“) 更 
好 , 当 * 充分 大 时 ,收敛 于 零 的 速度 是 很 悍 的 . 
显然 用 平均 格 网 点 集 贯 时 ， 最 好 取 m == m, = m, l 
(2..4), од, e, hm. (4) 


77 m 


$2. 构造 最 佳 分 布点 集 贯 
5181. 适合 十 同 余 式 
x = almodm), ll «xxn 


的 整数 的 个 数 等 于 | 三 | | oe x 


证 ， 把 适合 1 < * < 的 整数 ， 按 次 序 分 成 每 个 整数 为 一 
ВЗК | 2 | 个 整 段 并且 可 能 还 有 一 个 分 委 ， 每 个 整 段 中 有 一 


个 整数 适合 同 余 式 ,分 段 中 则 可 能 有 一 个 整数 适合 同 余 式 , 故 得 引 
Ж, 

5| 2. Жо, `, т, 为 两 两 互 素 的 整数 , 则 同 余 式 组 

x = a((inod 9i), 15151 

有 唯一 的 解 mod m, ++ mp, 

证 明 见 华罗庚 [1] 第 二 章 . 

йт r> 1 为 一 正 整 数 , 则 任 一 正 整 数 可 以 唯一 表示 为 

k = к + dr + ttt + kur”, («45 r—l, 

记 为 + ЖҮ K = Кы" "Ко 10, 1] RERS А —E s] ДЭ 

к= hihi... hus her, 

r Т 


7 мы 


‚71+ 


11272) h = Ohoh cy. 


对 应 于 一 个 正 整数 
k= h + kir + cd kur", (D 
#— (0, 1) 间 的 数 与 之 对 应 
Qo = ba üa... м. (2) 
r r r 
如 果 ku = 0, 由 于 
гм < Ё < М, 
因此 得 出 
Дан! з) 
log r 


M 十 1 就 是 名 的 位 数 ， 
ФКК Ck = 1, 2, Mb .) 是 一 个 -一 致 分 布点 集 贯 ,更 确切 些 , 有 


次 之 引 理 . 
引 理 3。 [BUE r, ИЕ 
Qe, k=1,2, trn (4) 
有 偏差 
po) < (Ly б) 
ПЕ. moe ESF <a < 1， 把 “写成 为 
a = 0.404, t tay" * ° (6) 


《我 们 不 妨 假定 а 的 位 数 是 无 穷 的 ,如果 o 的 位 数 有 BR, 则 可 以 将 
最 后 一 位 减 1, ffe AS LUCUS A r— 1). BUR e < a, 
则 正 整 数 有 必定 适合 以 下 的 条 件 之 一 : 

1) ko < а, 

2) ==, h <a, 

3) 74, Кү== а, K< z; 


...... 


当 1 < 所 ”时 ,表达 趟 (1] 的 位 数 不 直 过 | gs| + 1， 如 果 
ffe, = азтаны май 85 | эь, 以 上 步 又 不 是 天 


е 72 。 


穷 的 ,最 后 两 步 是 : 
М--1) еа = 4,7, kua = âp- ky < ам, 
M +2) == ау Аа, ctt. Ru = Aus ku™ ам» 
把 这 些 式 子 写 成 同 余 式 的 形式 , 则 得 
1) k= k(modr), 0« А < a Gk aT), 
2) k = a + (той 2), 0 < k, < a, С Жа, №), 
3) k= + ar + А," (той), 0 h < a, GH: a №), 


M + 1) k= a d ar + + auar + kur mod г), 
0 < fy < ам Сам ©), 
M +2) k= at art ++ + ayar + ayrl mod гм) 
Qi 1) 
由 于 1<А< x, ИН 1 [ж Д&[1),2),3),.®, 
M + 1), M 十 2) 的 解数 各 为 


d 


其 中 9 为 某 适 合 于 0 万 3 < 1 的 数 ,但 不 一 定 都 相等 , 命 MN,(c) 为 
ШР ФСК) < 91 Rn) B k BJ" 237 


маў = (|| «эр (5 十 s) + ... 
+ au (| | +9) +9 
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K 


N,(a) — a, — a — m ag E 
| (a) ao ; а 72 ам БҮҮ 
< a z- fz] 9а 1 [S| ә 
r r і 72 r? 
n нээ 
+ а Sn CELETTE 
+ ам 1, 
即 得 
1М,Са)--05| < а а, Hes b al 
ауар ү ймы ям 
+ (a t rs + jn. (7) 


HF a + а + +++ ay < (М + 1) r — 1) K 


yn A+ ... . 1 ... 
+ + = G 1) (3 „М+2 M-+3 + ) 
1 
n 


rM? М“? 


BIA n> rit 
ЇХСа) — а,| «(М--1Х7,-01)-2: 


«(385 +1) —1)+2< flog rn 


log r log r ` 
引 理 证 完 ， 
定理 1， 假 定 (1 委 : 委 9) 表示 个 两 两 互 素 的 大 于 1 的 
正 整 数 ,又 假定 n > шах (rn. ++, n), 则 点 集 
(@,(k), ---, ODD, к 1,2, n (8) 
有 偏差 


eG» «(TI r; Agr), 53 


dui logr; 
ШЕ. БА АГ (= 2,98 F5 2 的 情况 ,证 明 是 完全 类 似 
HJ. Hur 与 + 为 大 于 1 上 且 互 素 的 整数 , SEMA (ФСК), ФС» 
Ск = 1,2,……) 的 分 布 问题 ,假定 0 志 8 < 1 及 它 的 t+ 进位 表示 


^» 74 ә 


为 
80.55. 


а М,Со, B) 表示 适合 于 
QC) < a, pAR) < 8, k= 1,2, мг (9) 
的 整数 下 的 个 数 ， 又 命 
= | log n 
г БЯ! 


则 可 以 将 适合 于 1 < k < n ИЕ k ЖАА 
k=htlt tie th, SLS], 

55 1), 2), +. 相 类 似 , 我 们 得 到 一 批 同 余 式 

1) ke (mod), 0 < L < ёо 

2) k= b, + Limo 2), 0« <А, 

L + 1) k= >p + bt + H boa + dur (mod t), 

0 <, <b 

L + 2 k= b+ bt de + Т + but (mod 8272), 

由 引 理 2 可 知 , m) 中 一 个 式 子 与 1 中 一 个 式 子 联 立 起 来 ,可 
得 到 тойу” 的 一 个 式 子 。 对 这 模 的 同 余 式 共 as 51 个 ,因而 


共有 
п 
а (+9) 


个 站 适合 (9), 所 以 适合 (9) 的 下 的 个 数 总 共 为 


M+1 L+1 T p мал L+1 . 
У У) ba 183 + °) + >) анар + S) bm + 9, 
m=1 I=1 т" т=1 1-1 
因此 
M+1 L+1 | 
[Мда 8) m У! У! amb: -1 | 
т-14-1 
Mti L4 М+1 „+1 
< У) » aab (+ 21а + >а 4! 
m=1 [=1 m= 
+1 ,L+1 
= (> an- 十 (5 bia + 1), 
m=1 =1 d 


е 75 。 


ЁС n > max (r, z) БР 
IN Ca, В) — e8n| < (5 "ES 1) (> bad 1) 


eo 


+n У? pa > банн 一 ! 


< Cr — XM +10) + 100 — 1XL 1) +1) +3 
= ((r — 1XM + 1) + 2XG — 1XL + 1) -F 2) 


< (cies т) (ree. (10) 


log r log t 


定理 证 完 . 
51384. 7051 3 REGE Fon > nS RS 


1 1 log rs — 
和 的- 让 < 全 9 
XH n 4 2109 7 


, , 
1 — а = 0.2021: pa 


8,-- a, r—1l, »-0,1, 
因此 由 《77 可 知 , 当 > > 2 
IN,Ca) — a| + |N, — а) — (1 — аул] 


&G- DOC ED e 2 6- Dc ur) 


rmMt2 уМ+З 


«(2-1ХМ-1)-24---«((-1ХМ-1)-3 


pom 


<р 2108 77 
log r 
因而 
1 < 1х,(2)- L| « (бв), 
q fin "Nq ! 2 log ғ у 


引 理 证 完 . 
定理 2， 在 定理 工 的 假定 下 ， 2 n > тах (11, “ҮҮ ҮЭ 时 有 
» 76 * 


14 оа 
一 > ... > | q'isat оа 


4 1,251 1,1 


: :log г.п - 
«ЧО 
n H 2 log ғ; 


/ ... 
Lu, (2, ш) и] 
n q q q 


证 .与 定理 1 一 样 ,我 们 仍 假定 (= 2, dn 
1 一 8 一 0. 
jl 
b tbr l, ъ= 0,1,5 
所 以 由 (10) 得 
Са, 8) — as] + |N, — a, В) — (1 — ав | 
+ [N,Co, 1 — 8) — «1 — В] 
+ [NI —2,1 —8) — (1 — «(1 — вв] 
<r 1XM + 1) + 2XG 1XL + 1) + 2) 
+ D l +a У) 21.4 


т=М+2 Р i=L+2 + ” 


«(О--1ХМ-1)--2Х0-1Х1-1)--2)-3 
«((7-1ХМ-1)-Р 3XC — 1XL +3), 
因此 当 в >> max Cr, И) 


4-14-1, 4-1 
1 1 (4 2) lm 1 SJ 1 (4 ) 
цЭЭРЭНН ЭЛСЭЭР, ЭРЭР ЭЭЛДЛЛТЛЭЭЖ 
32 121 zs а’ 4 g? 4 1-1 п а? 


L| ГУ / z m 
一 二 | 十 一 —N,l1,—|—— 
4 т 之 2 ЧЕ 4 


< — 1XM + 1) + 3)(0 — 1XL + 1) + 3) 


+ „Се — 1XM + 1) + + = (G—1XL + 1) + 3) 
«iQ —1XM + 1) + 5XG — 1XL + 1) 4-5) 


< (5 Іор гн) (2e e) 27. 
2logr 2log: 
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定理 证 完 ， 
定理 3. 假定 в > шах Cri, ttt 72a), Ш S 
(+, ФСК), шим bs (2). k= 1, 2, маг (11) 
2 
有 偏差 
е») < (T] tiene) „- a2) 
i=1 logr;. у 
ЇЕ. MYE Gs, Ж ПУ: < max(r,, ми г) = GEX), 则 
МОЧА тр 


右 端 则 显然 大 于 L, KERRY. MERE n> r。 由 定义 可 


Al N.Cy) 即 等 于 适合 于 
ФСК) <", ttt 9, (k) «үүр 15 Ав 
HORER К КУА. 在 此 还 可 以 假定 zy 为 整数 ， 否 则 若 m< ny, 


<т +1, т 0—90, UE т dog LL Cy) 之 值 不 变 , 故 
由 定理 1 的 证 明 得 


5-1 
Киа < (П anza) ,— 
=< у (H чорти) лэ 
u i21 1087; у 
改 得 定理 . 
类 似 地 ,由 定理 2 可 得 


定理 4 在 定理 3 的 假定 下 , 当 л > max (+1,…， ria 时 有- 


4 4 | 
1 > ... > аба | N, (+, эө, 2) 22 4, t 4, | 


+ 
4 =i si 


s—1 
logra _ 
«( fj i )^ 1 
n H 2 log r, 


由 定理 1 与 定理 2 可 知 , Ми 2,3, j, KER (8) 与 
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СОЯИ p) = o (LPE) ы „у = o (CERT, 


Bl THREE A AS 015340), 
He. 
在 实际 应 用 定理 БЕЗ, ЗГ =p ХУ 1-3 
数 ， 现 在 粗 估 一 下 定理 1 给 出 的 点 集 (8) 的 偏差 ,例如 一 10, Ж 
必需 


10 
(1 Pger) үз єс1 (1з) 
ср logp, 


时 ,定理 1 才 有 意义 ， 粗 估 可 知 需 4 之 10”, AmA s 稍 大 时 , п 
亦 必 须 很 大 ,才能 保证 (13) 式 成 这, 


$3. Уан 

今后 我 们 常用 Р 3283838, DEA RARES DFR k I 
ЭЭ ХА USER X ИП д EB E {Ж AEZ ВГИК 
(FL pa, os ар), I<a,k<p 001) 


p p 


Кар; 


(CE » хөвөн m 


ХЕ. 这些 点 集 的 偏差 佑 计 往往 需要 借助 于 完整 三 角 和 的 
估计 (参看 华罗庚 [2,3])， 本 节 将 证 明 
定理 1。 假定 p >> e, 则 点 集 (1) 有 偏差 


EE р, (2) 
K 


ФСР?) < гэх 1) P `( log 8р), (4) 
定理 2， E >> e, 则 点 集 (2) 有 偏差 
үс < 20 D. (log 8pY 265) 


定理 3。 [BOE p> e, 则 点 集 (3) 有 偏差 
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ep) < (ŻY өг Сов бару, (6) 


3181. (N a буу!!! а, 为 一 组 非 全 为 请 之 倍数 之 整数 , 则 
同 余 式 
ти + + aux t ау = ОСтой и) 
之 解数 不 超过 n, 


МЕНЯ А9 Е 2 ВЕ[1 LAE 
5182. ш 
La 2xii!v) 
$ == M e в 
х=1 


此 处 fx) = mix ээ + та’, 其 中 至 少 有 一 个 系数 mi 非 ? 之 
ВАХ, М 
[$] < G — 1), 


W. HF 
Кх + py) = 104) + РО py(mod p^), 
所 以 
Р, У гарэ _ > А dun 5 банан 


1 y=1 y= = 


故 由 引 理 35 A CRUISE 3E, $5. 引 理 1) 与 引 理 1 可 知 
p 


d 


8213 =? Dj 40-19» 


х=] 
f'(xy0(modp) 


引 理 证 完 ， 
我 们 还 要 用 Weil，A. 关于 完整 三 角 和 估计 的 结 
引 理 3。 命 f(x) 适合 于 引 理 2 的 要 求 , 则 


| < йз) — 
P Р <G— ПУР. 

证 明 见 Weil, A. [1], 

定理 1 的 证 明 . ва = (1, а, 5, 475) № ша = (m, с, 
т). 《注意 ,有 时 (m. co MA ЖИК т, cou m 的 最 大 公约 ,请 
2) 5 s КЕЛН. ЭН 3| £8 3.5.1 555128 1 可 知 
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1 < Р amita,m)k ge 
У0т) = 2 уе 5-9 > 1 


a 
Lil 
m 
M 
= 
їе 


1 
(a,m`=0 (mod p) 


P 
ЦОЛ? 
ET —, Мрт t ms 
所 以 由 (3.3. ang. s 3 ,公式 (107) 可 知 
SY Зав < M dn 


вр? Ta | pl(m mi) | лаа | 
Im;i «pt 
+ s=l ! 1 < = + 2 1 
Р ретту | лав | b x ma M 
Imp? 


< 53 (ов 8р), 
х 
在 定理 3.3.1 中 取 ” 一 1， QC Ep hs 则 得 


2s 
eG?» < = 25 p < log 8р)" 
л 


+ (5s + 6)р < р log 8р)“, 


2 " + К 
| п“ 
定理 证 完 ， 
定理 2 的 证 明 . id = (к, К, +, А), 则 由 引 理 2 STATI 
, D лайт) , 
-1| L p: | < _1 
тд р? |за || : P 4-1 РИ semi) Пат || 
т 16р? 
5—1 ча! 1 _ 
+= 2, qur 23 log Spp", 
Рори ртр [па] 
[т р? 


ЕЛЕ 3.3. ТЭР 1, п р = р ВЯ 
定理 3 的 证 明 。 由 引 理 3 可 知 
‚1 1х |< s— 1 , 210 
РРР е ЗИ 


si ) «(3) G — Deis вр), 
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在 定理 3.3. 1-1 r = 1, =p? K h= p— 1, ДИЗ 
244/ Р . 
pp) «(2 y (s 一 1) (log 64 pYp7* FU — Ty 1086402 


+ (55 + 6)p^? < (2 ү sp ( log 64р), 


定理 证 完 . 
今 往 研究 由 定理 1 给 出 的 点 集 偏差 的 下 界 问题 ， 取 == 1， 
я = Зою 一 一 1 由 于 同 余 式 


арт 0 或 1(modp), 1 а, АФ p 
共有 3p — 2 ХИ а, k, 所 以 


2 
Ny (1,2,1, 91) =зр—2, 


因此 
B (1,2 _ 2 
FO 1,2,1, ‚1) z| 
3p— 2 £—2. | 
Р Р Р 2р 


改 由 定理 1 给 出 的 点 集 的 偏差 СУ > > ага ОзУ 
py 已 不 允许 再 有 改进 . 
Wa. 
对 于 s > 0, 在 定理 3.3.1 中 , E r = (е) ЖЖ, = p 
及 天 一 sr] + 1, H5 p > eG, e) 时 ,点 集 (1) 与 (2) 的 偏差 
估计 可 以 改进 为 
әб) < ((2Y rs) 07 
又 在 定理 3.3. 1 中 取 > = GO 充分 大 ,7 一 ре, 
И po» es, e) 时 ,点 集 (3) 的 偏差 估计 可 以 改进 为 
ec) < (EF) 6—1) + e) Сор, (8) 


$4. EAR 
命 YE G,, FEN 
РСК) = {ук}, tto rk} R= 1,2,."",7 (1) 
的 点 集 有 偏差 
pla) = cCy, в), (2) 
则 称 点 集 (1) 为 佳 点 集 ， 由 此 得 到 的 点 集 贯 为 最 佳 分 布点 集 贯 ( 见 
$3. 10), 而 y 则 称 为 佳 点 . 
由 定理 3.9.1 可知, 兰 对 于 所 有 的 整 矢 量 m >< 0 HET 
(Cy, т)) > cCy, e)la], (3) 
П y 即 为 佳 点 , 而 (1) 即 为 佳 点 集 , 故 佳 点 集 的 在 在 与 构造 问题 即 
化 为 适合 于 不 等 式 (3) 的 实 矢 量 y 的 存在 与 构造 问题 
本 节 将 证 明 
EHL 对 于 所 有 整 矢 量 m =< 0 都 适合 于 (3) 的 点 y € G, 的 
Lebesgue 测度 为 1, 
由 定理 1 立即 推出 
定理 2。 使 点 集 (1) 有 偏差 C2) 的 点 Y€ Gs 的 Lebesgue 测度 
为 1. 
定理 1 是 以 下 二 引 理 的 推论 . 
51381. 假定 “ 是 常数 , ”为 非 零 整数 , 则 适合 于 
(ed nx) Зв, x€[0,1] 
的 点 的 测度 < 26, 
Ш. D 不 妨 假定 I. 


2) ï c = 0 时 ,显然 使 


(nx) < ë 
成 立 的 点 是 由 以 下 的 区 间 形 成 的 : 
oxra, 1-5 <, <1, 22E gratte, 
n n п 
8125, 45212585, ПЕ, 
n n п 


这 些 区 间 的 测度 之 和 < 28, 
3) Чем о, И 


епк = п(х + ©) = лу, 
2n 


仍然 化 为 2) 的 情况 。 引 理 证 完 ， 
ЗЇ 2 Xi ф(л) > 0М№ 
2 1 
— «< оо, 
ZG) ^ 
则 几乎 所 有 的 点 yE С, 都 满足 于 
(Су, m) > O92 _ 
П mip(m;) 
iE. 1) Mm 0， 则 适合 于 


» m > 0. 


((y,m) «e 

ВУ y ОЛ < 22, 这 由 引 理 1 Ж s 行 归纳 法 立刻 得 出 . 
2) шщ), T Ж—ют=+=0{# 
(y, m)) < —— 

П mip( mi) 

成 立 的 点 y 的 集合 o, 的 测度 不 超过 
1 Ч 1 i 1 
2324 ———x = 2 A) 
| Il mi pCi) ДЭЭ xs) "3 


i=l 


> т> 0 


< co». 
3) ІЕЕ, Ето 0, 都 不 能 使 


(y, m) > ———— — 


П mpm) 
对 于 所 有 的 m 2 0 EREDA y 的 集合 5 的 测度 为 0. 
不 然 的 话 , 假定 o 的 测度 为 è > 0， 则 对 任 一 7 > 0, 0 一 定 
.84. 


8 
2с(Ф) 


不 超过 Z, 故 得 矛盾 ， 引 理 证 完 . 


Жо, 的 子 集合 ， 取 7 = ， 则 o 的 测度 不 超过 o КЕ ‚НП 


55. 佳 点 集 的 构造 定理 


定理 4.1 说 明 G, 中 佳 点 所 构成 的 集合 有 Lebesgue 测度 1， 但 
定理 4.1 是 非 构 造 性 的 ， 由 其 证 明 并 不 提供 具体 构造 出 任何 佳 点 
的 方法 .具体 构造 出 佳 点 则 还 是 斩 近 的 事情 。 关于 这 方面 的 结 
果 , 就 是 下 面 Schmidt, W. M. 关于 推广 的 Thue-Siegel-Roth 定理 与 
Baker, А. 关于 指数 函数 联 立 有 理 逼 近 定 理 ， 

3]381. a= Çe, æ), 此 处 ol 委 ; 委 2) 为 一 组 实 
代数 数 , ЕТ, о, +, ;在 有 理 数 域 R 上 线性 独立 ， 则 对 于 任何 
EE E m > 0 Л 

(Ca, m5) > с(а, єє а 75, (1) 

证 明 见 Schmid, W. М. [1,2]. 

51382. MB = (в, ---, В), НАД: В; = na < ; < s), Ш 
诸 "1 委 : 委 9 为 一 组 互 异 的 非 零 有 理 数 ， 则 对 于 任何 整 矢量 
m =< 0 UG : 

(B, m5) > НЭГ цал (2) 

证 明 见 Baker, А. [1], 

由 引 理 1 与 引 理 2 立即 推出 


定理 1。 点 集 
РСК) = Cak}, c. (641), 1« «л (3) 
有 偏差 
pla) = cla, eate, (4) 
22. 点 集 
РСК) = (181), --*, (BAR, /15:45-0 (5) 
有 偏差 
pla) = (В, в)", (6) 
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"ue. 
1. 在 具体 使 用 佳 点 集 时 。 不 少 学 者 曾 建议 取 实 Disichler 域 
R (CV p, 5 Vp,) 的 基底 的 一 部 分 (例如 Davis, Р. J. and Ra- 
binowitz, P. [1]). 我 们 的 一 些 计算 表示 还 是 取 实 分 圆 域 R( eos 28) 


此 处 户 为 适合 于 p= > * 的 最 小 素数 ,或 者 取 


үүл (6), 1<k<: 
更 好 些 (参看 第 八 章 )， 
2. 由 Mahler, К. [1] 可 知 引 理 2 中 的 常数 c。 СВ, =) 是 可 以 
计算 的 . 
3. 关于 定理 4.1, 除 引 理 1, 引 理 2 外 , 还 有 一 些 构造 性 结果 ， 
但 由 于 未 作 过 相应 的 数值 计算 工作 ， 所 以 在 此 就 不 一 一 列举 了 . 


$6. S£. 点 集 
& (A... rmi ERAR 


(14, es ap. E414 64) (1) 


有 偏差 

' qCn) == els үе Элл, (2) 
则 称 格 点 集 (1) 为 佳 格 点 集 , 特 别 当 ”一 4 时 , 称 点 集 (1) 为 完全 佳 
格 点 集 , 并 称 h 为 mod 之 极 值 系数 ， 

如 3812 所 示 , 命 多 ,为 s 次 实 代 数 数 域 , ol o 0,29 Z, 
的 一 组 整 底 , 不 妨 假 定 wi, co. o, 为 无 理 数 , ӨВС ОН (в, AP, 
050, В) (11,2, OO iE eT XU (2.4), BI 

ip 


-t 
>o |< (90: 23, 2]. (3) 
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本 节 将 证 明 ( 略 去 指标 门 ， 


定理 1， 点 集 
DICEN T 
有 偏差 
pln) = с o ex C RES, (55 
3382. 点 集 
РЕИС 
有 偏差 
Pa) = сб ET, (7) 


HF i, 0.5.0, 是 .多 ,的 基底 ， 所 以 它们 在 有 理 数 域 尺 
上 是 线性 独立 的 ,所 以 由 G), 引 理 5.1, 定理 3.9.2 与 定理 3. 9. 3 
即 得 定理 1 与 定理 2. 

点 集 (4) 与 (6) 都 是 由 代数 数 域 多 ,决定 的 ， 故 称 它们 为 Я, 
AR ARO 是 佳 格 点 集 ， 在 多 ,点 集中 , 我 们 特别 提出 分 圆 


域 点 集 , 即 m. 点 集 ， 命 РАЖИ > 5 K = 2-4, 取 实 分 贺 域 
@,= R (822). {дб = 1 K 2 <;< ва 


ЦОРИЭРСЭРЛ” ЭМЭ d, 2«j«s (8) 

m Р | 

于 是 得 到 ( 略 去 指标 D 

定理 3。 点 集 | 

ek с ... с, 
(125415 5412). ака, б, 
LE PA 
PO) = (R, e)n TD, 

THA 点 集 (10) 


(88-18) <<<» an 
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有 偏差 


pla) = с,» T, (12) 
$7. n 点 集 
430 2J s {КРУ EBD o > 1, fila tukan e T 
[a2 | ээ [0001 «1, (1) 
(s) 
в = _ ов |o” | (2) 
log æ 


又 命 。 所 适合 的 既 约 方程 为 
x ax — +++ — ах — a, = 0, (3) 
88-0,(9 = 0,1, 444) ЖШ ЕД ЗӨ TE SAGE ХИН 
Q= Qi = 0,0, 0. = 1, 
о, = a.a, + ctt + a Quoad GQ, + Aness 
n >s, (4) 
又 命 
0,(;) ын Qui 一 4:--10,44-2 一 “一 d, 44204 一 asjus 
2 <ç ; < s, (5) 
则 


200 — < ela), 2<]&+, n> М(а), (6) 


此 处 o; = о адо 5 арай — асан (2 < ; < (I 
$ 2.2). 


本 节 将 证 明 
EEL 点 集 
(AJ (2904), 04), оаа. ол 
有 偏差 
9CQ,) = c(a, в), 13" (8) 
定理 2， 点 集 
(2224-2504), 1k o co 


, 88, 


255 ан ЗТ дэн 


- Jd 


plq) = cla, £04 77, (109 
由 于 1, 02, 777, о, № (а) 的 基底 ,所 以 由 (6), 引 理 5.1, E 
Яй 3.9.2 与 定理 3.9.3 立即 得 定理 1 与 定理 2, 
点 集 (7) 与 (9) 都 是 由 PV 数 “决定 的 , 我 们 称 它 为 “点 集 , 点 
集 (9) 是 佳 格 点 集 ， 在 “ 点 集中 , 我 们 特别 提出 ?点 集 , 命 ?为 方 
程 
к... д 1 = 0 (11) 
的 最 大 实 根 , 命 r= Е) 为 由 下 面 递 推 公式 确定 的 整数 贯 
Fo= Е, = ч. = Е. = 0, Е, = 1, 
F, = Ё„ + *** + Funda Fo, n 2 s, (12) 
Хай 
FG) = Esia — Fna s= Fa 25, (13) 
WA 
--42--41.. 
291052 22541 


. А -1 
ED o < QF, 24)«5, (14) 


Ж Жш = ай — м? — +++ — n— 12 < j СЙ 324) РЕ 


得 到 
ЖЗ. 点 集 
(ЕЕ, -3 223)» таже. > 
НЕ 
а. 
ФСЕ») = cGDF, aog 2075 (16) 
定理 4。 点 集 | 
(92,4), ..., 803), 
» PPP an 
有 偏差 
ТОК СЭН (18) 
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F := 2, BI e УКАЖЕ, ДО РЕТ m s= 0 Шр 


lan) > Ka, (19) 


( 见 华罗庚 [11, 第 十 章 )， 用 (19) 代 埠 引 理 5.1, 用 定理 2.8.2 КА 
(14), 则 得 
定理 5.。 当 с=2 时 ,(16) 的 右 端 可 以 换 为 «арьс log Е,». 
当 ç = 3 时 ,用 定理 2.8.2 代替 (14), 则 得 : 
定理 6， 当 :一 3 时 ， C16) 的 右 映 可 以 换 为 c(y,8)F, 3^? 


《19) 中 9 的 范围 可 以 改进 为 4 < Fi, 


当 * 一 2 时 ， 点 集 (15 ) 为 完全 佳 格 点 集 ， 下 节 我 们 给 SERE 5 一 
个 另外 证 明 . 


$8. 二 维 情况 
命 


азу буулт? (1) 
为 一 个 有 界 正 整数 贯 , 假定 a, < Ма = 3, 4, -** 2, f 4» 4.75 
两 个 互 素 的 正 整 数 ,不 妨 假 定 4: < 4, 定义 


dn = 4:48-1 + 41—25 п = 3, (2) 
n— 151, «(M + qa, n2 3, (3) 


定理 1. 存在 一 个 正常 数 с = сб а» dzs M), 使 方程 


ti Чая: = 4,5, 0 < |х| <“, 


o< jal «t, ухо (4) 

的 解 适 合 于 
[xiral => Cn» (5) 
[my] 22 equa. (6) 


Ш. ШУ п== 2,3 时 , 定理 成 立 ， 今 后 假定 ” > 3 并 假定 
对 于 小 于 ”的 正 整 数 ,定理 成 立 ， 今 往 证 明定 理 对 于 z 亦 成 立 ， 
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1) 2,7 必须 同 号 ,否则 
Ч > |x| = lgay 一 dU 25 q, 十 deis 


此 不 可 能 . 
EAS 1 4 
2) А ЕА = 2 @п—1» |y] < 2 48-1э 则 由 C2)， 《4) 得 


ху + 4-1 = YC anga + 43-2). 
хү—— quy = da asy — m). (7) 
如 果 any — z, = 0, Й| x = a,y, TRAC m == d 故 由 
(3) 得 


1163 一 anqa) 之 si = 


ду = qa È 4-2 P TES qamis 
取 e < ara (M -1Y 即 得 定理 ， 

现在 假定 ay — x, 0, 由 归纳 法 假定 可 知 ,存在 正常 数 “一 
eldis 43» М) 使 方程 (7) 的 解 适合 于 


EX 之 С48 8-1» ЕС) — х:)| 之 С48-3, (8) 
HH DS у 5 x, — ay 同 号 ,因此 由 (8) 得 
ERA = |x,( >; тэ any) + xiany| 之 €Qs—2 T anin- = С4нэ 
故 得 定理 . 
з) # al 2 T ae СЭН 
1 1 
172 — anmi 之 一 一 一 一 一 n3 
[anl 2 2 2(М "ETE 
1 
[ау] 之 2 9-1 
定理 成 立 ， 
a) 着 1?1 E dem D 


° 9] * 


1 
| у | 2 > namis 


| 
"SR 
1 
D 
从 
< 
S 
人 
R 
+ 
ES 
1 
Ey 
Л 
ь |= 
D 
+ 
ES 
1 
Ку 


1 
х\х)| > — qn. 
Inl 28-24 


ЕН 1), 2), 3), 4) 可 知 定 理 对 于 ә 亦 成 立 ， 故 由 归纳 法 即 得 
EHE, 

定理 2， 存在 常数 c = c( Qu 4, M) 使 同 余 式 
x, + qux = O( mod g, ) (9) 
在 范围 | 

ХүХ, < сал, (ху, 0) (0,0) (10) 
中 无 解 . 

WE. НТ (4 4») = 1, iB DIA (2, Ф) = 1, 依次 类 推 
"ff (Фа 442 = 1 бт = 4,5,0). Ж (а, ха) = (0,0) ХЕХ 
式 (9) 的 解 , 则 由 x = 0 可 得 g, | хо, ХН х. = 0 可 得 а, |х, 因此 
ХүХ,25 а. УҢ x 5€ 0,2, < 0, EBE 1 ACO RAE ҮЙ хт, 
2 cqs。 定 理 证 完 . 


由 定理 3.5.1 可 得 
定理 3。 点 集 
(121585) 1544, (11) 
有 偏差 
Plan) = саз Сов За, F. (12) 


此 处 < = “Са, qa, М). 

特别 取 9 = 4; = 1, а, = п =3,4,...), М 4 (л = 1, 
2,::2 就 是 二 维 Fibonacci Ш F,(— Е?)(»л==1,2,..+-), W 
由 定理 3 即 得 定理 7.5， 
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$9. 完全 佳 格 点 集 


本 节 将 证 明 
EHL hp es, 则 存在 整 矢量 alal) 使 点 集 
ak] 222 Ја 
(сэ) зекер ын 
有 偏差 
p) < C+ De Р” (log 8р). (2) 


#1792. (h p> e K n ХЕ ОН <n < p, WEER 
矢量 a = alp) 使 点 集 


(124. eng 25), 0< k <n (3) 


有 偏差 
Се 2227 +1) 


pla) < € F 222777 а log врун, (4) 


证 明之 前 先 证 下 列 二 引 理 ， 
引 理 1.， 命 a 为 整 矢 量 及 4 为 整数 >1, W (aj, 9-1 
«i «i, 则 对 于 任何 正 整 数 ” 


3 
1 _ sr e 52'( log 202r У ‚ (5) 
mem (asm) yo mod) ES | xq 
-4 044 
2 2 


а mi» == йг" Tono aum == 0(mod q), 
5 q 


-5< п 6 5 (1<і<5) (6) 
m, = т + gh, т, = m? + gl, (2 

也 是 同 余 式 
(а, m) = 0(mod 4) (8) 


的 解 ， 反 之 ,8) 的 任何 解 都 可 以 表示 成 (7) 的 形式 .由 于 (a;, 4) 
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< +), 所 以 在 同 余 式 《6) р, Ч т", mP ца 


-1(1« 
ЛАТ. Fó g 3.3.1 得 


;一 1 个 给 — АЖ 


ol i2 


-$<т<% I=- r 26 m + 14) 
4 
м“ та Š hb 
及 2 2 
SEEN 


Ш “Зо 
i=-r дт + 14) 


所 以 
, 1 


| (ало) тоду) Ix m | 
imil«gr 


<5 > 


[aco] 
< Z log 2047 


л ni m 


— < 2 log207, 


3 ла 


D 1 | 

: | (0) 

(asm) )0(modq) lam | \ 
aem 
m; «2 


У ая 


шин 51 (arm шой) ` t =_ r 


—4<т®<4 


r 


引 理 证 完 ， 
引 理 2. Ч 


, 


(ама 0 (modp) ical < 
Im; 1<5 


ЇЕ. 特别 取 a = (1, q, ’.* 


ACa) = 


则 由 引 理 3.1 8151 


e 94 + 


xcu 


= nmi) + 144) 


2) q 10в 2047), 
T 


р> 61, IPRC а a(p)) 使 


< & — 122 p Clog8pY. 


D d 
, 47), 此 处 = 为 整数 ,并 记 
A! 1 
2j ШИН: (9) 


(a, m) 0 (modp; [ml] 
Imil«s 


min A (aY << — Ээ Аса) = эл > 


4<а<9 071 рар т 1<а&р 


(a,m)= 0 (mod p> 


< (У 2) <с-0(2 ) sens, 


Im eb zm 


故 存在 整数 < 使 
Ac) «6 — 0 (Z 2), “Ч log 8р), 
引 理 证 完 . 
定理 1 КЛЕН. 取 a 适合 于 引 理 2 的 要 求 , 则 由 引 理 1 与 引 
理 2 可 知 
P 


1 1518» кин | = , 1 
> гэ "DL | > 


іт ір? (ваа) = 0 (подр) ||== m|| 


іт «р? 
< У 1 ул 0157 
ta» m у:500шо4р) | ааа? | xp 
Im «8. 
012 0 og 8р), 52*( 8ру 
тр xp ° 


在 定理 3.3.1 中 置 r = 1, 2 = p 55 p = р, 则 得 
(р < 525( log 8p) - G — 1)2:( log 8p) 


=p rp 


5s+6 2 (6--1)25 
Р л" 


525—1 _ 
+ р Сор 8p)™ + ` P 1( log 8р), 


定理 证 完 . 
定理 2 的 证 明 . № а = (1, 8, tetty а”) 为 使 定理 1 成 立 的 
s 士 工 维 矢量 , 则 当 y € G, 时 ,满足 


ens < kn (10) 


之 整数 久之 个 数 N,《Y) 与 满足 


ера rnt o 
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之 整数 之 个 数 相等 ,所 以 由 定理 1 8 AI 
РЭМ,(ү)- 5 Iyl | < Багаж log 8p), 


上 式 之 两 端 各 乘 以 + 即 得 定理 . 


由 引 理 2 可 知 适 合 于 定理 1 要 求 的 整 和 关 量 a 是 由 入 (a) 取 极 
小 值 的 整数 4 而 构造 出 来 的 ， 今 往 求 出 AC) 的 表达 式 , 为 此 先 
证 下 面 的 引 理 . 

引 理 3， 命 9 为 正 整 数 及 x 适合 于 0 < x < 1, lJ 

1— 2 (2 sin zx) = > — =” 


nid лт zq (r) 
此 处 及 以 后 ? XR T 9] <, 
iE. Шо0о«,«1Б 3 


(12) 


2 m д2аїтх 
ps 
7 m. 


а = — log (1 — re^?) 
т= 1 т 
由 于 级 数 > = їсэг, 所 以 
2 е?чітх А 
> 一 = — log (1 — ez), 
m=1 
从 而 
е?їт*^ ын е?їт® | ын e ims 
dba] S — da > —— 
> zm 之 m m= m 
-1- log (1 — 225)-1ю (1-5 5)) 
=] — x7log(2 — 2соз2лтх) = 1 — 2. log (2 sin xx), 
T 
即 得 
2хїтх 
1 一 二 log(2sinzr) 一 S) 上 一 + R; 
x lal<a тт 
此 处 
2 2nimx ы —inimx 
К = У) —— +> ——. 
т= AM medq nm 


由 恒等式 


"n 2 1 ( LCS PLI e2mi(m+1)z: ) 
m eris — 1 т +1 m т(т +1) 
可 得 
е2тітх 2 | 一 erias T е? тэ, 
meq nm x|e eir 1| 4 moa (т 十 


<——( + Y 1 )= 1 


28511 =x Nq mos т(т-- 1) Gr sin xx 
p 1 
2203 
所 以 
R= 29 
rq (x> 
引 理 证 完 
Ма, кр 
E — 2 os 2 sin z] t | < 1 + 2 tog (2sin 2.) 


委 1 十 二 Z logp x Z log 8p, 
91015138 з 可 知 mE 
at e? 
I ( — Z log (2 sin = | > DE У) -一 一 一 一 


д БУ к= 


+ 9 гү (log 8p) — 52 DAY en pm туу. 


дуз + 1) 
由 引 理 3.3.1 可 知 


Р-1 
Р-1 3 


25 — 2 S. < 2plog8p, 
k=1 (220) k=l 
Р 


因此 )k 
AG) = р“ > 2j, ———-—1 


ра Tra 
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PERI 2niin,m?k 


= рт 5 Dp M oL 


к= а [x mil Ima cf [x m|| 
= nS I (1 一 二 Z log(2sin С) 
= 5-К юв8ру — 1 + (2 2) p 108 8p)' 
= p "5 Hu (1 一 Aag 2 sin x kD) 
— 1 + 39 (2 ) Clog 8p) p>, (13) 


当 а = 1,2, 5 ›Р—1Ю „ЕЩ (13) 可 以 算出 A Са) 的 极 小 
рын 适合 于 
3 IT (1 - MIC ina | 2) «pd OCClog p^, (14) 


则 由 此 即 可 得 出 适合 定理 1 要 求 的 矢量 a 一 (1, 6,551, 27, 

易 知 给 了 Pp 之 后 ,算出 4 的 计算 量 是 ОСр), 所 以 本 节 给 出 的 
点 集 的 优点 在 于 偏差 很 小 , 且 便 于 使 用 。 但 缺点 在 于 定 出 a 的 计 
HEKA. Xs 与 乡 较 大 时 ,计算 量 昌 可 适当 降低 ,但 仍 很 大 而 难 
于 实现 (参看 第 八 章 ). 

附 记 

HTF e> 0, 在 定理 3.3.1 中 , 取 ” = (е) ЖЖ, n = p K. 
h = [p] UA р>с(у, 6) 时 ,(1) 与 (3) 的 偏差 可 以 分 别 改进 为 


e) < (全 一 122. + e) оов) (15) 
5 
p < (LEDET L eaog, = a6 
Е я 


$2. 首先 是 Van der Corput, J. G.) 提出 了 一 致 分 布点 集 


(4, 20) (1 < k < n). EH Hammersley, J. М.Ч 与 Halton, J. Н. 


ВУЛ, o СЮ s es 00) G < 


< n) 与 Сф, СО, ttt pp (52) СК = 1, 2, ...). 定理 1 则 是 
Halton, J. Н. 证 明 的 ， 
& 
Це 


$3. ел (3. 2 а < k < р) 
sS ра < k < р) 是 Коробов, H. M. 首先 引进 的 ， 方 


ат 


3 а ат! 

ЗАНЕ ЫЕЕЕ 
Еле АЈ, ATEM 2,3 参看 Hlawka, E. [415 Коробов, H. 
М.181. 

$4. СК), сс, (yk (cm 1,2, O PAREL 
于 Wey, Н.[1], Пп Richtmyer, В. D.'! 与 Peck, L. С.З A d5 
建议 用 它 来 近似 计算 重 积分 .关于 定理 1, 参 看 Хинчин, А. Я.111, 
Бахвалов, H. С.[1]. 

$8. — Е7 点 集 是 华罗庚 与 王 元 4&3、 Бахвалов, Н. С.Ч # 
先 独立 引进 的 ,并 用 来 处 理 数 值 积 分 问题 (参看 Haber, $. 与 Os- 
good, C. F.[1] Zaremba, S. K.[1]). 关于 二 维 7 点 集 的 偏差 ， 
Zaremba, S. К. 证 明了 和 更 强 的 结果 ФСЕ,) = O(F;'log 3F,), 


s». 佳 格 点 点 集 | Ч, 2) <, <> 是 Ko 
робов, H. M." 与 Hlawka, E.P! 独立 引进 的 ， 其 后 ，Kopo6oB， 
4 t 5 arb Í Х ak ... аг 
н. ма 又 指出 佳 格 点 集 可 以 取  Д а < 
& 委 加) 的 形式 .关于 定理 1 参看 Коробов, H. M.[7], Hlawka, E.[4]. 

与 定理 1 相 类 似 ，Niederreiter，HG 证 明了 , 对 于 素数 p. dE 


在 原 根 gmodp, инж], а << pE 


偏差 qp) = OCp"Clogp)'log log p). 


ЭВ — 307710 35 BU 


$1. Шинэ 
命 
(0) 0=»<х<--+< x, = 1, 
0 - уу < y, = 1 (1) 

为 G, FE TRIA 81, йй Кх, у) 为 G, 上 定义 的 国 数 及 

А.х, y) = Ке y) — Кх у), 

Ам Су, yi) == Кх, Урна — =, yi» 

Auf(xi, уу) = ху, уу — Ceis yi) — Кл, Уул? 

+ fxir уно. 


LEES 
Vy. > > | AufCs; i» yj) | + > [Ах > 15] 
T Ула, уд! (2) 


有 一 与 分 割 (c) 无 关 的 上 界 , 则 称 2g Hardy 5 Krause 意义 之 下 
НРА. У. 的 确 上 界 称 为 了 的 全 变 差 ， 记 为 ИСР). ЗИ 
数 的 全 体 记 为 В,, 类 似 地 ,可 以 定义 BG > 2). 

如 果 在 


上 常 有 
1) f(x. y) — Кх, y) 58291 0, 
2) fx, y) — Кл, y) 同 号 或 等 于 0， 
3) Кл, y) — Кк, у) — IG, y) + fO. у) 同 号 或 等 于 0, 
‚ 则 称 f 为 广义 单调 沙 数 , 这 种 函数 的 全 体 记 为 M;。 类 似 地 , 可 以 
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定义 МК; 2). 
ж {е м,, HJ 


1-1 m-i 


uL 25 Anfen y? | + рэ Аб 1) | 


-101,0)-11,13/-4-1К1,13--10, 15] 
+ 101,1) — 1,0), 
所 以 16 Ba, 即 得 M,C B, 类 似 地 ,可 以 证 明 M.C B.C > 2). 
ХЕХЕ (ОМЕН) ЯВНОЕ M, 的 
РАФ Ж. 
证 .我 们 仅 对 * = 2 来 证 明 这 一 定理 ,而 当 * > 2 时 ,证 明 是 完 
全 类 似 的 ， | 
1) 对 于 С, 的 任何 分 割 (бо), У, фл 
一 > > А.х, yj). 


将 xo. У АЭ Б х х,у, JH Р(х,у) 表示 上 面 和 式 中 适合 
AufCz;, уу 20 ZAZA, 而 用 N(x, y) 表示 适合 AufCx;, Ji ) 
«oZ EC RT, pes 

P(x, y) 一 N(x,, y) = >: > Anla, y) 


1=0 j=0 


= Ка, 1)— Kx, 1) — IG, y) + (=, y). 


RI 
f(x, y) = Р(х, y) — N(z, y) + Кх, D) + КИ, у) — f, 1), 
(3) 
ЭЖ Р (х, y) 5 МО, y) 有 下 述 性 质 : 
AP S0, AP 0, AP ÈO, 
AN x0, АМ 0, AN > 0, (4) 
Br) P SN ЕГ ХЭЛЖ, 
2) Кх,1) S КТ, y) 都 是 单 变数 的 转交 函数 , 习 知 它们 都 是 
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两 个 单调 函数 之 差 , 即 
f(x, 1) = Р(х, 1)— Мух, 1), ЇС1,у) = PX1,y) 一 №1, у), 
(5) 
ЖЖ Pis Nis Р,, N, 都 是 北三 函数 (我 们 也 可 以 仿照 1) 加 以 定义 ). 
将 (5) 代 入 (3) 即 得 


{= Р—С, == (М +N, +N) — K1, 1), 
G = —(P + P, + P), (6) 
由 (4), C0, CO RTATI 
ЛЕ 20, АЕ >0, AuF «0, 
АС 20, А6220, АС<0, (7) 
Е УС Яра ХЗ. XETRUESC. 
如 果 在 


0<x<x*=<1, 0<y<y <1 

时 常 有 绝对 常数 工 使 

1) [Kx', 1) — Ке, | < L(x' — x), 

2) |f(1, yD) — 0,1 < LG' — у), 

3) [Кх у) — Ке, y) — Ke, y) + Ка, y] 

< Llr’ — x)(y — у), 

则 称 f 适合 广义 Lipschitz 条 件 ， 这 种 函数 的 全 体 记 为 Г, 2840 
地 ,可 以 定义 LCG > 2). 

# fE La WJ 


1-1 т-1 


„= |>) D Ad vo | + |>) аа D| 


+ |> АК, »)| <L У Y Сања) (ува у) 


#=0 ј=0 
1-1 ”-1 
+ L Š) (za e) + L У Он у) = 3L. 
iz ; j=0 


HTA FE В,, КИЗ L,C Ba Um,n pu 
L,C B s > 2), 
由 定理 1 的 证 明 不 难看 出 
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定理 2。 适合 广义 Lipschtz 条 件 的 函数 可 以 表 为 两 个 适合 广 
X Lipschtz 条 件 的 广义 单调 函数 之 差 . 
X Ka) 适合 


ӨР |< DE 
Өх,Өх, &2, 15:15, t> 
_— S dz 
< L 
Oxe * 8x, И (8) 


则 显然 fe 1... 


$2. 一 致 分 布 与 数值 积分 
EL ФР,00(1«4«26) 为 有 偏差 pa) IER. Ж 
了 6 B;, 则 


|), дак — 7 > (Q| & 7б). = 


n 


证 ， 我 们 仅 对 * = 2 来 证 明 本 定理 . 当 * > 2 时 , 证 明 是 完 


ARMAR. 
1) A fe By, MARES 1.1 可 以 将 f 表 为 
= F — G, 
F = —(N + N, + N2 — К1, 1), 
G = —(P + P, Р, (2) 


此 处 了 与 G 为 广义 单调 函数 且 满足 

АЕ 220, АаЁ2 0, AF ЗО, 

A,G2>0, Аб A0, АС «0, 

ДР; == AN: = AnP, 一 AnNi = 0, 

AnP, = AuV = A.P, = А. = 0, 

Р(х, 1) = NC, 1) = PQ, y) = №1, у) = 0. 

PG, 1) = N,(1, 1) = PE, 1)--М41,1)-0, (3) 

落 入 小 区 域 
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—1 ; 1 . . 
«хү» i—i y< 1«i,j«4, (4) 
ANE 


- 

的 点 РСК) (1 < k < n) 的 个 数 为 

«dom 0) р 
пе) 


由 (3) 可 知 在 (4) 中 ,F(x у) itis Р (1, Г), 所 以 


S 一 一 1 5) ЕСС), ху) < 二 > > (w. e 2) 


і=1 


| i 
. m. 
—. — 


— 
n 
[= 
" 
чш s] 


+ F(1,1). 


N,Cx, y) = хуп + 89(n)n, 
此 处 及 以 后 3 В ХИН ЖЕ 1 的 数 ,所 以 


е о) dEi) 
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E + 9006) )( F 1.2) r(i 222) 
+ F(1, 1) < E LEX 4) + Еж». 


pq — оо, 则 得 
s< | | Fx, кока, + V(F)g(2), 
类 似 地 ,可 得 1 
$2 | | Ех, х) 25202723 


因此 | 
S, = | | Р(х, zd de, + 9VCF)oCn), (5) 
同 理 可 得 
S= LY CEPU, Pap) 
- | | С(хү, хууйхйх, + 3VCG)g(n). (6) 
2) 对 于 任何 分 割 (c), 由 (3) 得 


之 2, |AufGrs, уд = PCO, 0) — PCO, 1) — PC, 0) 


tK 1) + N(0, 0) — N(0, p-NG, 0) + МСТ, 1) 


= 5 5 |АдЁСХ, гэ yj;)| 十 > > [А (2; i» у 


(-0 i= 


У У [Au F(s; 291 + 
i=0 j=) 


1-1 m- 


У У) lAuGGssy)l. (2) 


т 


1-1 1-1 


| 1-1 
>: | А./Схс, 1)! = 5 АЕС, 1)! + > [AnG(Cx;, 19168) 
i= i=0 i=0 
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5 
т—1 m-i m-i 
D lAa, уд] = У lAa FG, 2] + $1lAaGG, »21.C9) 
1-0 1-0 1-0 


将 (7);〈8);《97) 两 端 相 加 即 得 
РСР) = V(F) + VCG). (10) 
БОЯ CG), COREN 


{| f Кл» ха )дхүйхд 一 1. > К<), xao» | 


0 
< VGQ)oG). 
定理 证 完 ， 
作为 定理 1 WY, RIE FIER. 
3382. Б(004 /ЄВ. ERZ Р,6)01« k < n) 
为 有 偏差 不 超过 Cn) 的 点 集 . 
证 ， 取 f(x) 为 区 域 
(в) 0< x, «үүсгэ, Ü< х,“ y, YEG: (11) 
的 特征 函数 , 即 
Ка -人 “кє, 
0, Эже, 


маш < 1, 
NOLO = ly| 


5 = > КРК) = 2 N Q2; 
HORMA l 

|E = Iv! < çG). 
定理 证 完 . 


若 对 于 所 有 整数 4 之 1 常 有 
4 4 
1 5 .. 25s qoa „а 11 w, (^, e, 
q' 1= цал E 4 
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а |— 
— 


-| «400, | (12) 


则 称 点 集 Р.С) 《1 xm) 为 有 平均 偏差 (x) АЖ, 
定理 3， 若 fe 工 ,， 则 


| I. fax — -- LM КС) | < фсе). G) 


证 ， RUDEE: = 2 因 
К", у) — fG y)| < MG) — f, у) — 5,1) 
+ Ке, О) 100, 1) — f, | < 2L |= «| 


Кә, у) 一 Kx, у)! = 2L|y — yl; 
ВТА f ЖЕ G, 上 一 致 连续 ， 因 此 对 于 任意 e > 0, 34 q 充分 大 时 有 


- хонгио = EX Xn. (2.2) 
(RAD) 
ex Р НИ) 6 t) +o) 
此 处 15| <. 命 % 表示 S 中 与 9 无 关 之 各 项 之 和 , 因 
Еее) 
(eges et) 


15-44 < —. (14j 


所 以 . 


P) iy 
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" 4 
s-522NG-) 
nE ?充分 大 时 有 
8-8 52124 5094-4109 
“де ЭЙ) 
Sn (а) 6)-4384) 
“Зө 0-01-0-48-58) 
< LoCo) (15) 
Ї ЕС x,)dx бы, (16) 


因此 由 (14),(15),(16) 得 
NEC dz ds, NN 
+ |5 -| | КК, х хх, 
N e 为 任意 的 , 故 得 定理 ， 


我 们 可 以 用 一 元 分 布点 — 9 x 
5) 上 消 数 值 的 算术 平均 


"] 
LN Ku» 
П] к= 1 


< Lon) + е, 
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来 近似 计算 定 积 分 
j: Кх)4х. 


f — $00 ЗЕТА АВ НОЛЬ. RASAR 
P, CR), < n, < +++) RJ 26 ED ROS ERSTE IESUS IR ЛЕЛЬ. 
ERZE P, (k) 是 否 便 于 计算 应 用 等 因素 ， 我 们 推荐 格 点 集 《 上 其 
体 使 用 个 点 集 时 ,可 以 查 附 表 ). 

附 记 

由 定理 1 的 证 明 可 见 ， 将 点 集 POCOS n) 的 偏差 
ФС) 的 定义 修改 为 


eG) = sop | 022 — (||, 
т ЄС, п 


ЩЕ г = Cris мам 29 为 有 理 矢 量 , 定 理 1 EES. 
$3. 数值 积分 误差 的 下 界 估计 
由 定理 2.2 与 定理 3.10.1 ард, РЕНАН РСА) сс 
п), 关系 式 
|. ак E У КРЮ 


7 


| < (027 1) Cogn) (1) 
不 能 对 所 有 的 fe В, 都 成 立 ， 即 用 函数 在 ”个 点 的 值 的 算术 平均 
来 逼近 积分 , 误差 主 阶 不 能 比 O) 更 好 ， 本 节 将 证 明 , ЖОНЕ 
数 类 8, 换 为 更 小 的 函数 类 ,例如 适合 (1.8) 的 全 体 函 数 , 数值 积分 
公式 的 误差 亦 不 能 改 好 了 。 
在 区 域 | 


ву xa a, +5, 1« «0 (2) 
ЁЕХЕМН 


g(x) = @—(@—1Ха+1) П «ЄТ — ax) Ca, 十 8 一 ха, (3) 
k=} 


УЕ q 为 整数 ,0 SASIR 4 > 0, 在 区 域 (2) 之 外 定义 
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g(x) = 0, (4) 
这 函数 有 以 下 一 些 性 质 ; 
1) (х) 在 整个 空间 处 处 有 ? 次 连续 偏 微 商 . 
2) МАЗЬ и 01 ума... + š, = q J 


有 
1 Og(x1, "Yk +++, жу) 
vsar [yx — xl? Ох. ду -+ Oxi 
2 Ө4е( х\, eet, Хаус. r.) (5) 


ни Өх‘ «Әх, 
存在 ， 且 不 超过 cq, 4 5 
3) | р g(x)dx 


= гал TT N (G, — aC + 8 — x) ds, 
k=1 


= ав (1- онч) = (4,3, 6" Ч, 


йй т = ТСЭН 1+ 10202) ), #5 G, 的 每 一 边 分 为 no 3, 
共 得 n 22) 个 形 如 (2) 的 小 立方 体 ( 若 不 等 式 (2) 的 右 端 为 1, 则 
ER CHAI LS ,其 边 长 为 n01. 

任意 给 定 C, 中 的 > 个 点 PG= 1,2, eaa), WED 
有 = 个 小 立方 体 不 包含 这 些 点 , 命 之 为 


Qi; "tts О, (6 
不 属于 Qi, tts 0, 的 G; 的 部 分 以 尺 表 示 ， 可 以 写成 为 
Qu: P << y; < a? nm, 19165, (7) 
age TT CG — д®у(д® + яр! а), 
Кх) = iei | (8) 
зи x€ Ors 
0, 4 x€ R. 
Ноа < k < n) 中 不 包含 任何 点 P,《RD) (1 < ¿ < n), 所 以 
10Р,(к)) = 0, 1=< ¿=< n. . (9) 
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又 由 3) Я 
-IHA 
| }(х)4х > c(g, №, n ‘п > с(а, А, Sa 5 . (10) 

故 得 

TEL (ERG ian MAPCO < £ < n), ТЕТЕ И 
Ka), ЛЕ G, 上 处 处 有 连续 4 МН, B. H: 4 阶 偏向 商 适合 (5)， 
六 使 (9),《10) 成 立 . 

XE ER 1 БП ШАШ ТЕЛА P CAO < k < n) 上 的 任何 加 权 


"n 


ЭР, ХЭ. 
k=L 
此 处 А <<") ZU ERI IB SEE ХОЛ ОЛ BUY 
|. f(x)dx, 


误差 都 不 能 比 c(g, A, On 7 ERE. 

特别 当 f(x) 适合 条 件 (1.8) В, КЕЁ z РНЕ 
的 任何 加 权 和 来 近似 计算 函数 在 G, 上 的 积分 ,误差 都 不 能 项 望 比 
2087) 更 小 ， 
$4. 数值 积分 公式 

本 节 假 定 e В,, 并 记 


ID= | Ккк, 


则 由 第 四 章 所 讲 的 诸 一 致 分 布点 集 贯 与 定理 2.1 得 如 下 的 数值 积 
分 公式 , 供 作 查 考 . 


-1 
s 


< V(f)2a ', n= т", (BL S 4.1) (1) 
[io — + 3G 00, гч 600] 


elil” 


xr Ш PEDE uan, Cl, $4.2) (2) 
log p; / 


| IG) 一 - > 16: > Pr, (А), Миг JI 


« vri Па, (BL $4.2) (3) 
i-i  logpi 


НО -iàEN 3 vip 4). es, p=] 
< rU) Et D> п 1088р), s= р, p> e' 
| (0,543) (9 
шиг РР o BD] 
< ro e. 102” — s i(log8p)', л = рі, p> e: 
(1543) сэ 
о S 9) 
«YQ 7g Оов яр), p> ez, (9643) 


G) 


|i — 1 У} Ges eA) 
= V(J)e(a, en, (HL S 4.52 (7) 
| 9-4 Brass (D| 
«Yes. 08545) (8) 


«o Et). Ру 


_1—._1 Е — 
«VOD CA., e)n ? mo — P, 
Sm. cic, l=1,2,.; [= 1,5,5, 
(Hl $4.6) (9) 


а 30 8-4) 


«VODKA, д, s= EN 
©. 104795, (846) (10) 
Lon Л ман ‚Ф.Ю 


= KEF, 


E 


ВРП +5 ‚Е, = FO, 
С $47) (11) 


po- @ (e) 


S Ve, egt, Е, = FID, 


1< бура x8. (IN 
q = < (F, ) 2 log? 2 > (11547) (12) 


0-4 33154541 --4)| 
УС) оът р (18 ёр)", p> е", 


(Hl 54.9) (13) 


io - уа), өө) 


N L n 
2641) 
< r T 2227 ai log 8p)*, 
2 
Pe. 1« «ор, 
(1, 5, 77. a) № modp 的 极 值 系 数 
С 54.9) (14) 
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附 记 

1. 33 f€ LL 时, (2) 与 (3) 之 右 端 还 可 以 分 别 改 适 一 个 因子 27 
与 2 (I $4.2). 

2.3. — 2 时 ,(11) 之 右 端 可 以 改进 为 c(n) Fz'Clog F, y. 34 
5 一 3 时 , (11) 之 右 端 可 以 改进 为 e(7, se)(F,) 27 (12) mix a 
的 范围 可 以 改进 为 g < F4 (Ж, $4.7). 

3. М f #E G, 上 适合 更 强 的 条 件 ， 即 有 更 高 阶 的 连续 偏 微 商 
时 , 求 积 公式 (1),(9),(11),(13) 的 误差 主 阶 还 可 以 改进 。 改 痪 公 
式 (7)，《8) 中 之 加 权 二 , 则 (7), (8) 的 误差 主 阶 亦 可 以 改进 ( 见 第 
七 章 ). 

注 # 

51.22 Р ЛЭХ ХИ, Krause, M. [1] 与 Hardy, 
G. H. [1] .其 一 般 性 质 请 参看 Adams, С. R. 与 Clarkson, J. A. 
[1,2]。， 这 一 水 数 类 的 推广 , 见 Zaremba, S. К. [2]. 

$2. 关于 定理 1, 当 一 工时 , 见 Koksma, J. Е. [1], 4 Мн 
№, М, Соболь, И. M. [1], ХЕ 11, Hlawka, E. [1], (28 
也 独立 证 明 过 》. 

53. Е 1 № Бахвалов, H. С. [1], 
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第 六 章 ”周期 函数 与 函数 的 周期 化 


$1. 周期 函数 


将 * 维 单位 立方 体 G, 看 成 环 面 更 合适 ,一 维 环 面 就 是 把 
Ока ТИ, АН. TERE С, Е 
正方 形 0 之 4 < 1,0 < x 过 1 的 对 边 看 成 为 合 一 而 成 的 图 形 , 具 
体 地 说 ,把 一 对 对 边 粘 上 ,成 一 管状 面 ,而 另 两 边 各 成 一 管 口 ,再 将 
МЕНЕ, R-E. С, 也 就 是 把 * 维 单位 立方 体 的 26 个 
边界 面 成 对 地 粘 在 一 起 ,即将 


(Саа ttt Xyas Ü, Хум, tts х.) 


与 
| сэг 
ERARA ЖЖ < > < s. 
以 下 如 无 声明 , 则 均 将 G, AR s ERM. 
如 果 单 值 函 数 fn tto х) 的 变数 xz,，…, x, 都 以 1 为 周 
期 , 即 
Кх д, 1, 9, x)= Ка, ty Xy ttt, x), 
1 < > < s 
这 样 的 函数 可 以 看 成 为 * 维 环 面 G, EXE ЗС АЕ СА , в 
单 的 例子 是 | 


ета) 


其 中 m. +, m, 都 是 整数 . 
fg fGO = О ст, x2 为 G, 上 对 每 一 变数 都 有 周期 1 1588 
Ж. таг 0, а= p + B, Це ЕД TOO < 8 < 1, Е 
X | 
Ski = (21) Cris ry x НВ, rrt xm) 
6115 > 


— J, tt x В, ух, (1) 


RESH 
PORE = ПАА 0 х Ti, ***,Т, = о (2) 
存在 , 目 对 每 一 变数 (1 < < X 都 有 周期 1, 命 = 
чї = +» (H ses)" |, (3) 
0«A, «t ` 
@ HO 表示 G, 上 满足 
|< c o 


НЭВ ЖК Tx НОВАК, НАВС 为 一 绝对 正常 数 ( 以 下 常 假定 f 
КАЧКИ ОТР C). 
fip 


иб) = (cos (211), 当 < |z| «2, 


(5) 
0, 其 他 情形 
шб) 一 их), (6) 
ДЖ: АЖ > 1 K . 
=) =1— M G), (7) 
JE 1 || «251 
ux) + и (=) == (cos (2 —log;lx 2E (sin (Зөв!) 
一 1, (8) 
因此 当 |x| 31818 
21 (0) =1 (9) 
或 
(х) == 0, (10) 
Zi Кк) 有 次 之 Fourier 展开 式 
f(x) ~ 22С(пу)с тью, (11) 
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此 处 求 和 号 表示 过 所 有 整 天 量 m 求 和 ， 如 果 级 数 
X;C(m)1(m)ezm 9 
几乎 处 处 收敛 , 则 将 其 和 记 为 Ат). 
对 于 非 负 整 矢量 t 一 (л, с» ЭР 命 
Ёл h + В 


(12) 


(13) 


ф (x) == Кх)о П pa mi) 一 EC (m) eye mo, (14) 
1 


此 处 
Ст) = Сати, (m): uu Cm). 
fip OCC) 表示 С, 上 适合 
12 = p |p] < C279fo 


(15) 


(16) 


НО BEER EXC f(x) 所 成 的 函数 类 ,此 处 а > 05 C > Оаху 


Ж. 
REC) 表示 G, 上 适合 下 面条 件 的 全 体 函 数 
Кж) Уст) ењ, 
此 处 
IC(m)| < —€ 
[m 


In 
Жї а > 05 C > 0 都 是 绝对 常数 . 


$2. 若干 引 理 
引 理 1。 命 


及 
K,(x) = Daler, 
ТОҢ |п| > M 时 有 Ala) = 0, 此 处 M 为 一 正 整 数 , 则 
2,206) = 0 
ZnAl) = 0 


ДА, Ся) = ala t 1) — 24(п) + Aln 一 1) 


(17) 


(18) 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 
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e? inx 


кш) = XA) Л, сэ 
ШЕ. (3), ойма) инин, ХЛЕПЕНС5). 
-5A „у _ » E гах Cibi — 2 + eimi) 
( rem D >») 4( sin zx)? 
= — 2xinx (ez цэн £e Cm Ва 
ЎА nje — 116: 
C») 4( sin zx)? KG). 
引 理 证 完 . 
а 
Моб», = | lax, (6) 
引 理 2。 在 引 理 1 的 假定 下 有 
lls, < E | мб»). (7) 
WE. id 
[Ki GO ll, = L + 1 (8) 
此 处 1-8 8 
n= | RN, = Rl, 09) 
= 
Am e = 22M ' 
BT 0€ «^H, sin ax 2326, 所 以 
1-6 е?лїнх 1 dx 
ë lac sin zx? dx < 中 4( sin zx)? 
«i| d 一 1 "М 
8 Је x 86 4 
从 而 由 (5) 可 知 
r « уда). (10) 
又 由 引 理 1 可 知 
Куб) = —XAaQ ER ind (qp 


4( sin zx)? 
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由 于 当 —1< oa < 1 BJ 


le — 1 — ial «ай, 


РД |n] < M 时 有 
| eazioxz — 1 — 2rinx | a «n T ( 
—в 4( sin zx)! с 2) 
< 6 < "М. 
2 4 
故 由 (11) 得 


Т, <= 2>2|A20n)1, 


由 (8),《10) 及 (12) 即 得 引 理 ， 
引 理 3. Ж f(x) 有 下 列 Fourier. 展开 式 


Кх) ~ У С(ат)е? 5, 
则 
ПС) Олт) < [| П Ка ӨӨ... 
此 处 


10 0) = Am): A Cm;). 
ШЕ. HFH. 为 整数 时 有 


1, 2 = 0, 
f е?чіпх P = | 3 п 
0 0, 4 n> 0， 


Д 
ж) ОА (т) = 5; СОт)А (та) е2" 
-| П К,(х,- 2) а)42 


б; уш 


- y| I кок уду, 
从 而 Л 
IDOI < MCN TT Ia cols. 
22123 _ 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
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51284. 假定 n) din (1.5) 所 定义 , 则 
4G) = {7 Са 21D + ии a7) 
此 处 e > 0 为 绝对 常数 ,而 УФ 表示 函数 fx) 在 (一 co , оо) rg 
AX. 
iE. Ший 的 定义 可 知 
hw (= Іор: [х] ) sin (= log] el), 
dm w L «pp «n0? 
0, 其 他 情形 ， 


RJ (z) 为 转变 函数 之 积 , 故 仍 为 转变 函数 , 引 理 证 完 
5138 5. n 


4(ф) = шах (101, deh 10715, (19) 
ра 
则 
dm AD) Ip < 2:4(8)2(0). (20) 


WE. IH T 
| Ad ua) | 
-1| (ону + 2) — Guy — 122 + 29 
< 2! max MICON (2217 4-2) — Сфи) (Cn —1)217 + 2Э(21) 


及 当 ир» 2 2! ЛЭ u(n2!2) = 0, 所 以 由 引 理 2 得 
Каши Ge) х. «12513 | Apa2 Jula? у) 
<D тах | (фи) (za2 2) — Сри) Ca — 1)2'7-F z)| 


0<s<21—_t 
< 2zV(( pey). (22) 
НТ 


Chu G) — Guy G) = | Grade 
== | (фи Ни + p”u)dz, 


所 以 由 引 理 4 得 | 
VC bu) x 2СФ)а (и). (23) 
将 (C23) 代入 C22) 即 得 引 理 . 


53, H7(C), ОСС) 5 ECC) 的 关系 


ЖЕ! Hs(C)C QC > с(о)). 
üE. id 


b, = + 274, (п) = iu NC riny sin ней," (1) 


Кы) = Sepaea, © 
MJEHKOM 0 
= © Пи, (о. (3) 
Kl 
Br | 
(IL г) ховдол TT Gnome imme) 
Ri R=1 


一 Jo TI sin 2:wm,h,, (4) 
R=1 
所 以 由 (2.16) 得 
pt = (1 2 | fa Hi Ho ua Uma) 
R=1 / йш 


= (Пк (1 о) аа, б) 

H J 
| Kj, G) = Кб), © 
所 以 由 (5) 式 关于 每 一 变数 ВИ о i 


цан |. (U Kon 一 soy 8f) n 


k=1 


41215 


= (Qm 2 y © И ЯРт 
由 于 feE НСС), Й ' 


Kr 23 pe 


此 处 Hdi(1.13)5E X. 8 
ф(х) = (Qzix2'&? sin (2ux2!475,))7 , 


НЭЭ < | «in 


| sin (222/474, j| > sin is 


所 以 


2С) = max (101,1071,1071) < claz, 


i«ixi« 


从 而 由 引 理 2.5 得 
[Koli < ela), 
故 由 (7),(8),《11) 及 引 理 3 得 


les (15))7 | TE Is cod 


< С (ау 2e = C - (оу, 
如 je ORCC ca). ЕВЕ. 
定理 2， OQXC)CENXC- 25, 
HE. 假定 je 07(C) 及 


Фр, = Ю П (ть) = УС (т) ею, 
к= 1 


由 于 


Cm) = | ф.(х)е "К уу, 
4 


| Су | < |. [фк [4х < [р < С : 2775, 


| < С1| и< es, 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(13) 


mii 


НТ [о | > 2^ hF, Cm) = 0, 所 以 


C (m)! < cim]. (16) 
由 (1.7) 可 知 
Сбт) = Cm) Ув, P н) = Xc (m), (17) 


此 处 3 表示 过 所 有 非 负 整 矢量 t 求 和 , 
固定 m, 共 有 不 超过 2: 个 非 负 整 矢 最 t 适合 于 
23 < |2!7m,] <2, = 1,0,5, (18) 
换言之 ,最 多 有 2 个 非 负 整 矢量 t 使 Cm) >= 0, 因而 由 (16)， 
《17) 可 得 
| Cm] < C : xmi], (19) 
8) fe ECC. 2), 定理 证 完 . 
ЖЕЗ. fe OCC), WJ 


f(x) = Ух). (20) 
ИЕ. IHJ fe ОСС), 所 以 由 定义 可 知 
[gil] = sup [pex] < C + 2775, (21) 
因而 
Plo < суз» = с (X; 2) с ау, Gn 
故 级 数 


2j) (23) 
在 G, E— Sul Sk, НЯ C). 因 f GO 为 一 般 项 为 连续 函 
数 的 一 臻 收敛 级 数 之 和 ,所 以 f(x) 仍 为 G, 上 的 连续 函数 ， 
ЕН (1.7) 可 知 对 于 任何 整 矢 量 n БОЛ 


|, (f(x) — f(x ))e т qx 


=], (сб) 一 X" n) d 


= C(n) — >” Cn) 
= С(0Х1- 2" n (n) n, (2))) = 0, (24) 
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所 以 Kx) 与 f(x) 在 G, ЕЛЛРАМЫН , 因为 Kx) 43 (х) 都 
是 С, КЕЛЕРИ, РАД 
fx) = fix). (25) 
定理 证 完 . 
54. 简单 周期 化 方法 
我 们 将 在 本 节 与 下 节 来 介绍 将 非 周 期 函数 的 数值 积分 化 为 周 


期 函数 的 数值 积分 的 方法 . 
首先 引入 记号 
х,(х) = (а, Utt» Ху-13 Хэ Хр 1775 x). (1) 


命 Kx) 为 * 维 单位 立方 体 C, БЕН, аг 0, а= 
o 十 8， 此 处 。 为 非 负 整数 及 0 < 8 < 1, HEG, x.Ce rh) 
€ G, 时, 定义 


©} = [Охх + Ау) — Кх). (2) 
假定 导数 
до т" ОЗ, т Sp (3) 
存在 , 命 . 
= Шэн) 7709 
каке, 
а РСС) XE + 维 单位 立方 休 G, 上 满足 


ЇЕ С (5) 
的 函数 构成 的 函数 类 ,此 处 C > 0 为 一 绝对 常数 . 
对 于 fe D?CC), 凡 满 足 
g(x,(1)) = ф(х,(02), ъ= 1, ys (6) 
与 
|, Ккк = | убак, C 


HRF DICC - сау) 之 函数 рх), ВЯ 100 22 68743 ай 
Ж. 
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因此 由 函数 类 НЇСС) 的 定义 立刻 推出 

定理 1。 Басі, 若 @eDXCC) 为 了 之 简单 周期 化 函数 、 
Wen), dep) E€ НСС). 

ЩЖ IGI, Sa < тв, ЖТ ОСС) 的 函数 f s 维 单 
位 立方 体 G, 上 的 积分 ,等 于 f 的 属于 НОС. (ву) 的 简单 周期 
化 函数 中 在 + 维 环 面 G, 上 的 积分 .因此 由 函数 类 НУС С) 的 数值 
积分 方法 即 能 诱导 出 函数 类 DCC) 的 数值 积分 方法 . 

ГЕТА ЛАН SF J8 MCI HE. 

1) 对 称 化 方法 ， 命 


e) = 2 (GO + fGu(1 — =)», 


p(x) = > (e G) + ФС — х,))), 


e) = 3 (pix) + qua — х,))), (8) 


定义 
| ф(х) = p(x), (9) 
则 由 fe DICC), 显然 得 出 we 050), 由 (8) 立 即 得 


фи (т) 一 ф\(х\(0)) — KO» 了 f(x:(0)) А (10) 


又 作 代 换 1 — x, = Уу, 则 得 
|. Кж)ах = f. qox, (11) 


不 难 用 数学 归纳 法 验证 9 适合 条 件 (6) 与 (7)， 所 以 2 为 了 的 简单 
周期 化 函数 ， 
2) RHE. M 


PGD = IGO + (а Г) Сао) — (602); 
0.08) = pi) 4-(ху- 1.) С (00) — pD), 


"+++ э ө ..... 
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eG) = eG) + (2, — ie o 0» — e- oio», 
(12) 
定义 
ф(х) 一 p(x), (13) 
则 由 fe DICC), 显然 得 出 pe р С-39, 由 (12) 得 


Ф(х(1)) = фр,(к(0)) = 20502) + Ka,( 0, E Kx(0)) (14) 
5 
L f(x)dx = || px, (15) 
不 难 用 数学 归纳 法 验证 9 满足 条 件 (6) 与 (7)， 所 以 9 1 的 简单 
周期 化 函数 . 
3) 换 变 数 法 ， 命 o0) 6 Dr" Ca) 为 [0, ПИН 
数 , 且 满 足 
Ф(0)--0, 90D =1, ФС0)-4(01)-00, (16) 
由 (16) 立 即 推 知 如 fe DeC), | 
Ф(х) = KG, ++, Фа) Q0 
适合 于 条 件 (6) 与 (7), 且 pe DIC - (Уу), 所 以 q fits 
周期 化 函数 . 
例如 取 909 = (in TEV, J GO = яаж, 易 知 008) 


满足 条 件 (16), 从 而 函数 
eG = (Z ) sin mxi sin ef (sin ess (sin ZEN) 


(18) 
ЯНИЕ. 55514004) € Ре) (в = 1,2, ...) 5 
9€ DECC · rJ), 


55 完全 周期 化 方法 
首先 引入 记号 
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9'gCx, (2) — д'ф(ж)| (1) 


Әх! Әх! PEE 
[sg єр С), Мл 
дү, 0) — PP, 
Өх} дх, 


0,1, 3 урь miens Q) 
5 
| Кок = |, Ф(х}4х, (8 


且 属 于 DsCC . са 之 函数 p(x) Ve ROS Кж) 之 完全 周期 化 函 
Ж. 
由 (2) 可 得 
q(x,(1))79 = ф(х,С0УУ "79, ОД, cl <o. (4) 
HAR HC) 5 ОСС) 的 定义 立刻 推出 
EHL їрєр (Су 为 f 之 完全 周期 化 沙 数 ， 则 plr} 
ee, {x}) ЄНХС). 
因此 由 函数 类 HCC) 的 数值 积分 方法 即 能 诱导 出 函数 类 
DECC) 的 数值 积分 方法 . 
以 下 将 引入 两 种 完全 周期 化 方法 . 
1) HERE. M pæ) Є Dt" с(а)) Жо, ПМЖ, 
HWE 
p0) = 0, 4(1)-41, P0) = 41) = 0, 
1-1, -ept 1, (5) 
Æ fE D:CC), 则 函数 
PEX) = Klr), tr px DP Ск) p(x) (6) 
TAEA (2), G), H. p EDC (YAA e K f 的 完全 周期 
化 函数 . 
例如 取 ?为 整数 2 及 


b= Qa = De) 0 0-0У9й, 0000) 
则 显然 有 
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ф„Со) = 0, (8) 
又 由 分 部 积分 得 | 
а — Р)"; == — [ra — Hdt =... 


06 (aon, 
n(n + 1): (22 — 2) )o 


122 
(26--1)С 89” 
所 以 
PD = (2а — Der? f mm — D” = (9) 
对 (7) 式 两 端 求 微 商 得 
du) = (2n — 1) CIPIT. — x)”, (10) 
因此 有 
pP) = ФР) =0, I=1,2,.,7—1, (D 
MAH (8), (9), (11) 可 知 da CO ESTRE (5), МА 
f € D(C), АЖ 
ф(х) 一 Кф, бэ, `... COS Ca . “ppra rs) (12) 
为 f 的 完全 周期 化 函数 , 且 e РУСС * c(a)). 
特别 当 # 一 2,3,… 时 有 000 
N(x) == 6 | Кї = бй = 32 — 22, 


dux) = 30 | РО — РЗ = 10x — 15x* 6%, 
0 


EIS 
2) Bernoulli SHAH. 
我 们 分 别称 由 下 面 递 推 公式 


n-i 
В =1, >) СВ, = 0, n>2 (13) 
k=0 Нэн 
与 


B.G) =1, B, = У) СВ д", n>1 (14) 
5-0 
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定义 的 有 理 数 В„(» = 0,1,...) 与 多 项 式 В, (а == 0,1,-+-) 
为 Bernoulli 数 与 Bernoulli 多 项 式 . 


: 1 
Я. СВ, + CiB = 0, В, = — +, 


СІВ, + СІВ, + СВ, = 0, В, = T 


В,(х) = ClBox + СІВ, = x — L, 


2 
В,(х) = CiBux + CiBix F СВ, = 3 — x + ç 


等 等 . 
5138 1. Bernouli 多 项 式 适 合 于 


1, Ши=Т, | 
В„(«) == nB (х), nl, (16) 
与 
| В, (ак = 0, n>1, (17) 


证 . 因 
| B.G) =1, B.G) = <— +, 
ВД я == 0, 189, (15), 240 28 13), (14) 得 
B,(1) = > СВ, = B, + > СВ» = В, = В,(0), 
故 得 (15) 式 . аи B 
Бф) = Ë = Юст 


= л СВ рх" = п В„_,(), nl, 
к=0 


《16) 得 证 ， 又 由 (13),(14) 得 
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L sx) Ax = > Ci ашк 


SI cB, = 0, s>1 
r "Л 


引 理 证 完 . 
引 理 2， 命 


Р„(х) 一 G EX By), (18) 


Ир 720 时 有 


| 1, Min, 
P) — PPU) = 1 
РРС) РО) = |07 Vul (19) 
证 .由 于 В, 29 n KN, ДЧ 1 >п 4-110, ЗН 
然 成 立 ， 现 在 假定 < о +1, 由 引 理 1 可 得 


Р(х) = Bua) == 8.00. 
(л + 1)! n! | 
PP (x) = BC 


Gti- D? 
所 以 由 引 理 1 得 


1, Min, 
рда) — PCO) = PD ваа) Р H7 
(n 4-1 — 1D 


0, xm, 
引 理 证 完 . 


8|383. dp Fx) € DCC) REAR ФО) 为 由 下 式 定义 的 图 


Q(x) = FC) + У; > С 1)", (х) Е), (Q0) 
则 
ФО(1) = POCO), 1—0,1, ++, р, Q1) 
ПЕ. Мор, FQOXOKDUNG 
QO (x) = FOCE) +; У эээ CIPD FOC), 
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所 以 由 引 理 2 可 知 
ФСТ) --ФО(0) = FOY — F0) 


Р 1 
+ 2, 2, (—1)%(РР(1) 一 РЇСОУУРОСү) 


一 和 OUT) 一 FOCO) + > (—1)"ЕФ(у) = n. 
引 悍 证 完 ， 
命 
p (x) = Кх), (22) 
E: 2 = 1, ttt. 时 ， КШ ЙЕ EX ф,(х) 


e 1 " 
eG) = 08) + У 2) CoD, (а) вать, 


m (23) 
定义 
ф(х) 一 p(x). (24) 
今 往 证 明 当 f € рг (СЭ 时 , 9 为 了 的 完全 周期 化 函数 ， 
1) 由 引 理 1 可 知 
| P. Cds = — i 5; | B.aGOdx = 0, 20, (25) 
Brea C23) 8 
|. ф,Сх)4х = | ф,-((х24х, р = 1, 555365, (26) 
因此 
= | ейн | обо, er 
BIGOXJX M. 
2) М 
F(x,) = P(X); (28) 
wH (205, (23018. | 


Ф(х,) 一 Px), (29) 


敢 由 引 理 3 可 知 
Ө»р,Сх,(1)) _ д'ф,(х,(0)> 
Әх} дх» ú 
r= 1,335,5) 1,580, 91.0, (30) 


今 往 证 明 当 1 < > «HU 
Эф.) _ дїр) 
Әх} Oxli 
j=l, сә»; 050,555, р. GI) 
4 = 1, (31) 式 即 (30) 式 ， 故 成 立 ， 现 在 假定 > > 1 及 当 
у 一 时, (31) 517, BI 
Op, (xD) — др (x (о). 
Oxli Эх 
Ped,es—d; (32) 
关于 z, Йй п, (0 < п, < р) 次 得 
др, (x (12) .. 8'i*"qp(x (022 


дхудху» Oxli8 x?» 
[= 1, v= l; #0, ++, р, (33) 
由 (23) 式 ,关于 x; 求 微 商 , 则 由 (33) 式 得 、 
99р,(х/1) _ F'ipa), 
Oxli Oxli 
j=l,» l; Bdj—0,5.0 (34) 
由 (30), (343812 (31) XF r 亦 成 立 , 因 此 由 归纳 法 可 知 当 1 < 
v «sh,GDREIY. 
特别 取 > = s, “(315859 
apGuCD) _ deao) 
95) Өд? 
1551, 3s; = 0,-::, p, (35) 


RIDAR. 
3) 由 于 B,C) ЄНӨЄССӨ) Хо = 1,2, +), 所 以 由 f€ ОСС) 
即 得 出 p € DICC · ceCa), 
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Н 1), 2), 3) 即 可 知 9 为 了 的 完全 周期 化 函数 ， 

注 释 

$1. ЮЖ Es(C) 是 Коробов, Н. М.59" 首先 引进 的 ， 
ЖЕ НС) 与 ОСС) 则 是 Бахвалов, H. С.3 引进 的 , 这 里 
我 们 对 他 原来 的 定义 作 了 适当 的 修改 (参看 华罗庚 与 王 元 [6,7])， 

552—3, 参看 Бахвалов, H. C. [3,4], 

$$4—5. 参看 Коробов, H. M. 171, шарыгин, H. Ф. |1] 
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第 七 章 ”周期 函数 的 数值 积分 


$1. 平均 格 网 点 集 与 数值 积分 
дут ЛЕЗ п == m. 
EEL E о> 1, N 


1 m-i l 1 
|. J x)dx 一 п) 


i=0 = 


sup 
{EE (C) 


<C. OLA) + 1v 5, (1) 


此 处 
Се) 一 3d =. (2) 
k=1 
HE. Mec 10M, ЕС) 的 函数 有 绝对 收敛 的 Fourier 展 
FAR $ 6.1). 
Кю = XcC(m)e* 9, jem), <“. G) 
|! 
@ | = (l, ++, 1), 由 于 
21 024 n, эд т|п, 
У, Zu (4) 


k=0 0, M mn, 


(4 3.5.1) № 


c(0) = | f(x)dx, 6) 
所 以 
т—1 т-1 
1 . (A. 5 3 
7 1,0 1;=0 т m 
1 т— 1 m—1 2x= (m.,1) 
ad . > С(т)е 7 
n 1,20 1,=0 
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m-i ший H 


X c(m) I (à нан 
e C(m) = C(0) + > С(т), 


271, 1<; <= 
因此 
1 5 ho. В) 
I Км, > 2005 ZA 
< 之 |c(m)| = Убит 
o< " MT 1 
< Toal нас =) ; 
= CQ + 1)n 7, 
定理 证 完 ， 


下 面 的 例子 说 明定 理 1 本 质 上 是 不 能 改进 的 , 即 na“ 不 能 再 
作 进一步 改进 ， 取 
erim + enims (6) 


Кх) = С · "m 5 
W fe ЕСС) C o ЭН, ЄН С. (эл) у), ПН. 
1, fix Le 


EIE 


ээн 


2 2С = 26» F, (7) 


$ 


所 以 用 定理 1 的 方法 计算 ECX > Т) 的 函数 的 数值 积分 ， 确 
有 EXC) 中 的 函数 使 误差 不 小 于 2Cn Т, 


$2. 方 宕 点 集 与 数值 积分 
定理 1. BOE a > 1 2 == p, W 


|, fGOdx — L 57 у MES 22) 


4-1 4-1 р 


sup 
EESO) 


< C : sQt(a) + тут, 
ПЕ. k= (1, k, 5, KD, 则 由 (1.3),(1.4),(1.5) 得 
b P =— 2ni(k, m)a 
У xd E Цэн Ec) M. kom) 
aca kl ` p b a=1 k= 
-рс(0)-р >) (т), 
аа p) 
所 以 
ш NS Noa( 4. ak ak 
an om LE BG) 
<< 1_ 
n Р , 23137 [т |“ 
HT: т\, бс, т, 不 同时 为 p 之 倍数 时 , 同 余 式 
(k, m) = 0(moip) 1424« р 
之 解数 不 超过 :一 1， 和 否则 解数 为 СИ О] 4.3.1), ИК 
| — < 1323 一 一 -一 十 —1 _ 
EE ий Би ^^ яар 
DE Ls PSEECOLDA 
由 (27,;(37) 即 得 定理 . 
21321. 将 正 整 数 = 分 为 * 个 非 负 整 数 之 和 
n = r, + dr, 
的 方法 为 СЭ. 
iE. М |х| < 1 时 有 
d n == S x^ И = ч ... ч x" 
nar tetry 
另 一 方面 
= СВ: 1 1^, 
(1 一 -5 > 


FERC), COH a” 之 系数 即 得 引 理 ， 
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(1) 


Q2) 


(3) 


(4) 


(6) 


582. E: 为 整数 且 250, n 为 整数 md K a > 0 
则 
^ 


У) гээ" < ela, Эвт, (7 


1-7 


ИЕ. 由 于 


$ © 
— 十 2 ui 02787 
а log 2 @]ор2 sn 


A kt Са oen _ 
LEM OT OO < с(а, s)n'2 ыг 


... -À 


Сы 
JEEE. 


定理 2， REO0<e<1, H 


s fem цэ 
Cem, pni, v axi 
« (8) 
[C еба, Di log p) e. моа 1. 
ШЕ. BEIC OO, @ 
b 7 2 ç 
st — | Кюмк-4 (3, Ё, э, ©) 


则 由 定理 6.3.3 可 知 


50) = 27”S(@,), (10) 
此 处 


Р 
1 А 14 3 bi 
S(q,) = ; x —— `` E K ... © 
СЭ; f. ФүСх)4х р PN Ф, р 5 Р 5 > o, (11) 
因而 
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sup 15(0| < >, + 2, (12) 


ТЄО2(0) 
此 处 

>. = око Zu p 15(Ф | (13^ 
5 

2 = коко Хз, 13699] , (14) 


Eh nasate + t: CHL С6.1.13)). ЕН (6.1.16) 可 知 
|SCp)! «521 ф,| < С. 2775, (15) 
又 由 于 CHT < eG)87, 88281512 1, 及 引 理 2 得 


D0) BU «с. У г 


тэ\од.р t-(log,p] 
< C- ela, sp "(log prt, (16) 
ju k = (А, А, маг 4Э, 由 于 
С,(0) = | ф,(х)4х, (17) 


所 以 由 (6.1.14) 得 
S 14 Ld ... k — Р А шандын 
> «(it X) 2; Z Cm 


p 


= pC 0) + 27 Cm) P3 


251 цэн 


1569] «р | СК) (18) 
k= 


f m= 0, 2216383 Im] < 24(1 < PE 
则 由 (6.1.52,C6.1.60,C6.1.15) 可 知 Cm) = 0, 而 当 |m;| «29 
(1 <; < +) ЯС ёс 1ogzp 时 , 则 2 不 能 整除 所 有 的 m,(1 < 
; < s), 448181 4.3.3 可 知 
DG Dp! up У)” У |С). (19) 


f€Q(C) rs «log. p Im 1 <i 


22 i(k.m* 
b 
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ЇЕ, = (| ТОР), Q0) 
则 
Уса) ol, < lod < c: ебе, 0277, QD 
所 以 由 引 理 1, DE 2 及 Schwarz 不 等 式 得 
Xi&G- Dri ар Уу ( 503) ( > owe) 


16980) to slog, p т 1272 imi ez! 


m" 
< G 一 Dp sup У 22 NUM 
102) ат 


21 NOU 0-0 
< C. с(а,з)рі 2 2 7" 
r.<log.p 
Rt (а) 
1 ^ ~, 2-06-4 
«Cap SG + 112 * 
Tr 
C 4 一 工 MA 1 < < 1 
` сб, Өр t3 = P а Xd, 


< (22) 
C * c(a,s Урт (logp) “а, 24 0 < c < 
由 C9),(12),《16),《22) 即 得 定理 . 
当 4 1 时 ,用 点 集 
м... {К 2 
(| HE E} ? uj) 1 < ks Р (23) 


ә] = 


1152-5302)» заь o 


(1443) 亦 可 以 得 到 精密 度 与 定理 1 ТН РД ЕСС) 上 的 
今 往 研 究 方 寡 点 集 构成 的 求 积 公 式 的 下 界 问题 . 取 


Р-1 
, 


, e2=i(m x тьх,) 


P. 
Кк)-с `D; 


—— el, (25) 
H.-P) m=-(p-1) (пить) 


则 fe ESCC), 
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[. ЮКкдах = 0 (26) 


р р-1 p-1 2zilm +m kja 


-L55 5 Sv — 


Р а=1 &=1 т, --(р-13 m,=—(P—1) Cmm» 


л , А! 


[7l 
一 一 一 = Ср". 
k=1 m,—-0p-1) m,z—(p-1) (mm) 

m,m.kz0(modp) 


(27) 
所 以 用 定理 1 的 方法 计算 ЕСС) Са > 1) 的 函数 的 数值 积分 ， 确 
有 ЕС) 中 之 函数 使 误差 不 小 于 Cai, 


$3. 佳 点 集 与 数值 积分 
3|381. IEE > 1 K a> 0(—eo < ; < со), ЖИ 


2, а; < оо, 
则 
а? СУ а)". (1) 
证 . 如 果 所 有 的 а; "^ 0, 则 C1) 式 显然 成 立 , 因此 假定 
> a, > 0, 
从 而 
>, аё = — > ak 
э у(х.) 
Ха)х ун 
引 理 证 完 . 
© «> 0, 1 为 最 小 的 整数 宇 a K Ик 为 由 下 式 定义 的 整 
xd 
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(È A) = $ maa, о) 


k=-n &=-п 
定理 1， 假 定 w > IK y КЕ, РЕНЕ m >< 
ogg 
((m, у)) > ви", (3) 
Ш >а>1 МЮ b > 07 RJ 
А, |. f(x)dx 一 Nc + D q > КОО 
< С, с(Ь, а, sn CE log 3n ис (4) 
证 . 由 (2) 式 可 知 , 当 F€ ЕСС) 时 有 
ULIS + Ly: Xa Is Cç 2) 
= 1 2xi(mť 
= ЕР m" D cuam) X кё ( )k 
= С(0) + 一 Fe ян гу —  x'c(m) (X erm) ， 
所 以 
Ce 一- 本 2 fen 
< cs __1 ч eritm Tk ! 
Im 2n + 1а 
一 СС + 22). (5) 


此 处 Хү 表示 关于 满足 于 [m] «алт! G < < s) km RA, M 
У, 则 表示 其 余部 分 


由 引 理 3.9.1 可 知 
e2xi(m,T)k i 1 _ 
рэг < min (21 +1, Km, 3 


所 以 由 引 理 1 及 引 理 3.9.5 得 


(1417 


X«L. X — 


2*(2n + 1)* _а_ |ва | “СС, y» 
mini — 
р 4 ; 1 = 
<" NX uy» 


-1 


тү ко 


- 2(0-1) 
< clh, a, s)a MES (log 325955931... 


由 于 
хэ d < Ї аг 2 ширэн 
k»n k” nod а —1 

所 以 


|т 157 а |е 


S 
>> < M У — > v х cla, s)n^*, 
i=l a 
ат 


ПАРАЛ 


х 2. 假定 0 —a <1, 则 在 定理 1 的 条 件 下 有 
зир 


1х, 
|. Как 2 Кв | 
ege) Gs 9 к= 
= С. ch, a, sn ets(a—D( log СЭ 
ШЕ. Bog fe ООС), 48 


s=] dx — 1 3) Ку, 
“Os Ж k=l 
则 由 定理 6.3.3 819 


SC) 一 二 SC， 


此 处 
Slp) = f. ф(х)ах 一 二 > eO», 
Gs n k=] 
因而 | 
sup [S(f)] < >, + >, 
1е02(0) 
此 处 


Ул = sp № |SCoO| 


fe ос) 1,210g,5 


‚142, 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


X.— пр >) 15|. (13) 


16026) t <log,n 


5 (2.16) 的 证 明 相 同 可 得 
С. У 2“ < С: Ка dog 38), (14) 


S. n 
ET Iml] > 251}, C (m) = 0, PEEL EH SIRE 3.9.1 得 
> p (ky) = > У} C Ста) eim rT) 
b 551 mill «20 


= 20-4 > Cm) > grin К, 


1 mil 2220 
8001 «л Уу |6, 15) 
то! «e By Ic (а)! залуу t 
从 而 由 (15), (6.3.17), E 632 5019030958 
ХК mp n” ` "|С, 
m ТЕ ав (m,y)> > I Cm! 
< oa ʻa МУУ C(m Э| 
номоо 7, Cm. y)? 


а 
22. aln; у» 
< C: еби, л NEM 
ХОР ЭГЭЭ), 
< С. c(b, a, sn “© Jog Зп уа, (16) 
由 (9),C11),(14),(16) 即 得 定理 . 
x z = 2 时, ИБ и 还 可 以 更 简单 些 ,为 此 , 先 证 下 面 
的 引 理 . 
3182. 命 5 为 一 实数 , 则 
| €i @- ете 


k=-(n-1) 


证 . 首先 有 


< С - ela, эн" 


<min(n 2, Ky): (17) 


143. 


У a= kl) = 5 NET (18 


k=—(n—1) j=0 &=-ј 


HF 0 < 8 < T 时 有 sin ле 22 28, 所 以 当 6 非 整数 时 有 


2-1 a-i j 
5 Ca 一 |k] Je 一 > >) "EZ 


ke--i-D ji=0 k--j 
--4 > sin (2; + 1)лё = (inza < 1 
sin x6 j N sin x6 / 48» 
(19) 
引 理 证 完 . 
定理 3， 在 定理 1 的 条 件 下 有 
sup | Кх)ах — È 5 (1 — 10) 122 
ЕЕ? (су! - 6: P kasine) ” 
=< С. сов) log ЦЭНЭ (20) 
ПЕ. 由 (18) 得 
У (1 - АП fCky) 
P 大 = 一 (3 一 1 ” 
=, D a Асп) 
П к--(8-1) 
e | 
-LECm) У (-— ени 
kz-—(n-1) 
"-1 
= С0) + ХУС( ойн  (»— пень, 
Kk=—(n—1) 
故 由 引 理 2 得 | 
sup Í Кх)ах 一 4. > 0 — ш) Ky) | 
168206)! Gs 7 kasa- ” 


E 


< с m "G s) 


与 定理 1 的 证 明 相同 即 得 定理 ， 


‚14. 


Я 54581255, 则 由 引 理 4.5.1, 5 4.5.2 与 定理 3 得 
定理 4 下面 二 求 积 公 式 成 立 
MES | 
su dx — — 1 — — ) Ка) 
m fem M (1-4) к | 
< C + ela, s)n 8, (21) 


sup | ( Кх)ах 一 » > (1 一 AL) 8) | 


євс) -Cs k=-(n—1) 
< C (B, syn". (22) 
由 定理 1, 2 МУ] 4.5.1, 4.5.2 亦 可 得 到 类 化 的 求 积 公式 . 
$4. 数值 积分 误差 的 下 界 估计 
ЖЭ 1. 对 于 G, EWER 
PCR) = (СК), “їг, ХХ, k= 1,2, ммм (1) 
ЕЖУ КЕ ЖЕНЫ ЕШ Дд SE Ж НИС 
|, Как — 1 У) КРОЮ) = oG, (2) 
Gs Ч К-т 
此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 依 赖 于 
证 。 尚 若 定 理 不 真 , 即 存在 贯 (1), 使 对 于 任何 解析 孙 数 f kk er 
|. Кек — 2 У) КРЮ) = об), з) 
s k=1 


此 处 与 “。 AKRI ИХ ВЕТ |. 
Ж f(x) = gC), 则 由 (3) 式 得 


У 00) = a) GO + обл), © 
因此 i 
gGi(1)) = > gCa (2) 一 > gu) = | g(x)dx + о(1). 
| © 


特别 取 g(x) = sin 2xx, 则 得 


145 。 


sin (2xx1(n)) = о(1), (6; 
又 取 g(x) = cos2ux , 则 得 


cos (2хх\(п)) = о(1). (7, 
由 (6),(7) 可 得 
= (sin Qux (2)))! + (соз(2хху(п)))% == 0(1), 《8) 
此 为 矛盾 , 故 得 定理 . 


由 定理 1 可 见 ， 对 于 佳 点 集 贯 P(K)XK =1,2,. Э 而 言 ， #K 

用 简单 形式 的 单 和 
п S КРОО) 
k=1 

来 近似 计算 f ЖЕ G, КЖ ВОИ. BEIR TATA 
数 类 , 亦 不 能 希望 逼近 的 误差 比 O(z) 更 佳 . 定理 3.1 虽然 很 精 
密 , 但 缺点 在 于 加 权 数 usua 的 计算 太 复杂 , 且 这 一 加 权 数 是 与 人 
ARH. 
$5. 同 余 式 的 解 与 数值 积分 


та 一 Ca, tts а.) 为 整 矢 量 及 M 221, 
定理 1。 假定 a > НА 


(a, m) z 0(mod z) (1) 
цан | | М, m*0. Q) 
中 无 解 , 则 
sup ||! | f(x )ax 一 — 23 (28) < С. с(а,в M, (3) 
JEES (C; „ 


iE. паннин <а-—1, ШТ 
1 s (8-2 | 15 5 cime ~ 
k=1 


Я к-т 


т 


= C(0) + X'Cam) > bu" 


&=1 


3л (аа: 
E] 


—c(- > cm) 


va, m 220 (mod p 


所 以 
[icu 2 | с 7L 


зар 
тєк (С) k=1 (am) той ml 
(4) 
fip Ти 表示 同 余 式 (1) 在 范围 
ml] < м (5) 
中 的 解数 ,此 处 1 为 正 整数 , 则 
Ти < с(еут+ М", (6) 
(1 зал)», X EI 
rs — G + D = «| еа < о/7“+0, 
因此 | 
, Cn TH 一 TiO 
Mu ni Taf <> GM) — 
= > Tg = U 1)9M7* 
1-1 
< с(а, g£yM-et* х 1-ete 
mm 
< cla, £y M^". (7) 
”由 (4),(7) 即 得 定理 . 


定理 2.。 假定 0 <a =< 1, 则 在 定理 1 的 条 件 下 有 


L. Кх)ах 一 4. (28) = С. с(о,в)М7°%*, (8) 


зар 


16090) п кү 
ЧЕ. В е, @ 
5р = dx — 1. ka h 
«o | кюк 1 >) (%®), (9) 


则 由 定理 6.3.3 u[ dl 
此 处 


SH 一 二 Spb (10) 


(то = |, ююа-ЫХ 6). GD 


1147 ° 


所 以 


sup 15(0| < >, + У, (12) 
уед (0) 
此 处 
z= sp у KDl (13) 
| feE QC) 12108,М 
与 


S= sp Dy [S]. (14) 


160%С) to<log,M 
Ej (2.167) 的 证 明 相 类 似 可 得 
24 «2C > 27*^» < 2С > 2—@--вю 


112108,М 10> log,M 


= 2CM "te (> a=) = (С. cla, УМ + 


| (15) 
又 由 于 当 |m| > 2 时 有 CAm) 一 0 及 
ха тп} К 


80901 = [E cim L De 


《=1 


ia» m)-30 nod g) 
所 以 
>, < sup > > | С,( 01-20, (16) 


1€02(C) (a m0 (moda) to <los,M 


由 (12),(15) 及 (16) 即 得 定理 . 

在 定理 1 的 证 明 中 ,用 估计 

Тус cls, EN log Му"! (17) 

来 代替 (6) 式 ( 见 引 理 3.5.3), 又 在 定理 2 的 证 明 中 ,用 引 理 2.1 Ж 
估计 2, 则 得 

定理 3.。 在 定理 1, 2 的 假定 下 , 可 以 将 (37 式 与 (8) 式 之 右 
端 换 为 C e ela, s)M™*(log3M) 

JH $4.6 5 $ 4.7 的 记号 , 由 定理 1.3.1, 定理 2.8.1, 引 理 3.8.1 
与 引 理 5.1 可 得 下 列 二 引 理 ， 
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211. HAR 
. —1 
сти + сут; + coc + cm, = 0(mods), s= P (18) 


2 
在 范围 


[m] < «CZ, БУТ, m < 0 (19) 
中 无 解 . 
851872. НАХ 
т + Е„(2)т; + ++ + FCm = Cmo Е,) (20) 
在 范围 


1 
2+ pue 3 8 
5 


[та || < -Q2F, m x 0 (21) 
RER. 
由 定理 1 及 引 理 1, 引 理 2 立即 推出 


定理 4 假定 a > ] R = 27, 则 得 


E . монт E 
ЗС. са, e) ? X3" оз) 


ч 


sup 1 (хук = — ха, Бах о, | 


їеваксу + Gs F, `° 
<c- ЯС ‚УЕ, -3 Fg mu (23) 
用 定理 3 代替 定理 1, 定理 2.8.2 代替 定理 2.8.1, 则 得 
定理 5. 当 $7252 时 ， (23) 之 右 端 可 以 换 为 с. cQ, a) , 
Fz*log ЗЕ, ША s= 3 时 ,(23) 之 右 端 可 以 换 为 с. cQ, Q, €) : 
F,-i*. 
用 定理 2 代替 定理 1， 则 可 得 到 函数 类 020С) 上 相应 的 求 积 


公式 


АВ" 


$6. 完全 佳 格 点 集 与 数值 积分 
BRL йЧе>1йл>1 Ж 


(1) 


(2) 


5 1 < 3'2( log 35)! 
llam H &z 
与 
< 5 ТЭЭН —adi 1 3 цал 
РЭН [юа | (9600797 《log 38) 

证 .1) 594 = 1 8, (1) 式 显然 成 立 ， 现 在 假定 & > 1 K 

5 < К COT , В 
У) == > M < 3'a( log Зв)" > 4. 
Boom, uen Яс” ит " m, < Ши 


< 3ttin( log 3n )*, 


故 由 归纳 法 即 得 C1) 式 ， 
2) 当 =! 时 ， 
та < +2 (8 
mon m° msn m п z% 
2 


一 二 十 ———D «C 56C(a)n tt. 
n° Ше - n e 


现在 假定 之 1 RA <k ORRA, MI) 
. 1 1 1 


Cm ma) 


mim “ 
LÁ Cm Meti) m <s mr п-т 


Балж 


33) a 
m >n тү m, mp on Cm: ° yao) 


< (5a) Jta og 3n) $7 + Gt)! У) 2. 


Ban m “>n m, 
< 3(5L(a)) n * "(log 3а) + (32(a)) tin et 
< Gia): 87 ( log зв 
引 理 证 完 ， 


引 理 2， 对 于 任何 满足 0 < 8 < 12 8, WIHERDTp— 


[3p] 个 整数 a, 满足 1 < a < p, 使 同 余 式 
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(a, m) = m, + ma + --* + ma 1 = O(mod p) (3) 
在 范围 
中 无 解 . 
iE. 我 们 可 以 假定 8875375р(1ор 39779729 之 1， 否 则 定理 显然 
成 立 。 由 于 固定 m =~ 98 时 , 同 余 式 (37) 在 区 间 1 < a < p ИЙ 
数 不 超过 * 一 1( 见 引 理 4.3.1), 651 1 可 知 同 余 式 G) 在 范 
围 (42? 中 的 解数 总 和 不 超过 


|m|| < 27375Clog3p) ^". m0 (4) 


[Imi «s 13 5 p(logipy- (47D Салаа 6 modp) 
ET 


< (ç — 153(log 3p) 18:737p( log 3p) 5? < 8p, 
换言之 ,存在 不 少 于 p [8р] 个 整数 a, 满足 1 < a < p, EAR 
X (3) 在 C4) 中 无 解 ， 引 理 证 完 . 
ERL 存在 仅 与 2 有 关 的 整 矢量 a& = (а, c.a) 
1 < a 
esto) |. Цан P 2. 199) 
< C ela, р“ log pyetDG-D ща 1 (5) 


| eoo Z(E) 


sup 
P 


feos 
< С. cla,s)p log p) **26-D, E^ 0-cax 1, (6) 


ЦЕ. 取 5 = «Яриа 2 TAEDA РТ е а 适合 


w |= 


T 1=< a < р, 使 同 余 式 (3) 在 范围 
[m]| < 27:51380 log 39у7979,| m 0 (7) 
中 无 解 。 任 取 一 个 a, 并 命 a 10. 4 2,155.20 27, Ш 
定理 5.3 即 得 定理 . 
以 下 我 们 将 给 这 一 结果 以 另外 的 证 明 ， 并 对 表达 式 (5), (6) 
略 加 改进 . 
定理 2， 假定“ > 1, 则 存在 仅 与 有 关 的 整 矢量 a 使 


.131, 


слуз (а 
ferao) f. fax P > ( Р ) 
< С. (2535) pT log Зр) 0, (8) 
证 . rh (5.4) 可 知 
1 ХЭ за ; 1 
dx — — > 2) <c шилэн 
еке) |. faxa P = Ц Р ) (a; а 0 (mod р) ||m ||“ 
(9) 


将 区 间 1 < a < p 中 ， 使 同 余 式 (3) 在 范围 (7) 中 元 解 的 整数 4 的 
全 体 记 为 4， її 2 可知 4 的 元 素 个 数 不 少 于 十 1 a 


4) ida = (1, a, 7,27), M = 27183379 log 3p)7 672 与 
Ын | 
Qla) = 一 -一 一 ， (10) 
. uM [m || 
则 由 引 理 1 í 


SES > ud 


G € 4 (а, m)= 0 (modp) Їнэ” 


^ _ 1 
< тем lasm) 0 (moa р) 10115 
1<a<p 
са 1 
ааа 
Tour паем lmj] 


< QC) + Typ 十 454 (в:3С юсЗрУЛЧМ тан 
« i (25) (35 Ca) р log 3p)“, (1) 


在 集合 4 中 ,至 多 有 | os 它 所 对 应 的 Ca) 适合 于 


QCa) Ze (253035. 54 («УУ рт“ log 3p) c-D. (12) 
倘若 不 然 ;, 则 
> СЭР E а + 3 (25) 35 С52(а)у "p log 3p)«o-D 


> P СЭГС. 5 Со) Урт "(ов 3-0, — (13) 


6152, 


这 与 (11) 相 了 矛盾， 由 于 


pti 


所 以 在 4 中 至 少 有 一 个 。 合 
Qla) «(25У(39- 
— (1, q. 777» 
定理 3. 
sup 


7eo*c) 
С. 


ШЕ. H1 5.9), (5. 


sup 
f«osco) 


< 


а = (i, a, ао K 


ACa) = sup 


J€D (C) (asm)= 


沿用 定理 2 证 明 中 之 记号 , 则 圭 


(а, s, 


2) 与 (2.16) 可 知 
|, аж — + 33 18: 3! 
c Lie Dp Con ot E ACO, 


—, 


st(a)yp(log3pt7?, (14) 


2^7), 则 由 (9),《10),《14) 即 得 定理 , 
假定 0 — a xm 1, 则 存在 整 矢量 a 


| кёк — E У) (S 


(=а(р)) 使 


вр“ log pyte, (15) 


(16) 


> ск. 


о (тодр) r <log,p 


HEE 6.3.2 可 知 


(17) 


> А (а) = up 

ЕЛ ED2(C) а 
< sup 

1Є08(с) M<llm 1<p 


< sup (+ — 1) 


1608(С) 


= С-с(а, s) 


Мора 


- c(a, s) 


Ма 


> 


ea, Dp 7 У) 


, У" 
€ А (ап 0 (modp) r log,p 
277] Cm! 


(a, m)z0 (шор) 
1<a<p 


> 


| Cm)| 


[С(т) | 


_1 
i<» imi 


[m ]| 775 


mil «p [ша |" 


M £l m ll «р 


ч 


(18) 


ll m liM Im] ^5 , 


.153-- 


故 由 引 理 1 得 
У Ла) < С cla, s,s)p 
© С. с(а, 53 e»p log р), (19) 
在 4 中 必 有 一 个 a, 它 所 对 应 的 A (a) 适合 于 


ACa) «I > ACa) =< C +: cle, $5 РТ log p) ялдаг 


(20) 


а 


"M log M y 


Жа = (1,2, 77.27), 则 由 C16),《17),《20) 即 得 定理 . 


$7. 再 论 数 值 积分 误差 的 下 界 估计 


定理 1。 任意 给 出 G, 的 # 个 点 
PCR) = (х0, ee., х ©), 6 =1,2, n, (1) 
РЕЛЕ fe ЕСС) 满足 О 
ЇСРСД)) = 0, К = 1, 2, сул (2) 
与 
|, f(x)dx > C - ela, s)n" log 33), (3) 
ШЕ. 1) Е: EAR 1 K 21 < n < 2', ИНЕЖЛ 
2,— n^ 
PD = (х0, +.., x9), k= n 1, ***, 2%, 
考 虚 所 有 的 整 拓 量 
r= (ru Ө, rj, 
ШЖ ru d- t rnm nrnzo0xiso, mM RREA 
于 
m 2 41-01,2,333,8 
的 整 矢 量 m 的 集合 , 则 显然 M (r) 的 元 素 个 数 不 少 于 2 人 + 1, 
首先 证 明 对 于 每 一 矢量 r, YAZASAN 
Tx) = >) Cameo? x o (4) 


mtM.r! 


+154, 


TPC) = 0, к= 1,2, 5,2, (5) 
这 是 由 于 (5) 式 为 以 Fourier. ЖЖ C.Cm) 为 变数 的 一 个 线性 方程 
组 ， 变 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 ， 所 以 可 以 确定 非 全 为 零 之 诸 
Cm), 使 Tx) 满足 (4) 与 (5)， 


2) @ TK ) —2xi( ) 
(0 = x)e ir mx 
T9(x) сан › (6) 
此 处 па’ = nmi, "tts m) № 
|,(m')| = max | ста). 0) 
今 往 证 朋 可 以 选取 常数 X= 二 cla, ғ) 使 
Kx) = СХ > Т G) € ЕС), (8) 


由 于 ею 仅仅 只 1 可 能 出 现 于 这 样 的 三 fa € NX TOO, 
此 处 
m, < 2, y m e, (9) 
所 以 
logam, — 1 < n, = r; р — :*** — r, 
< z — logam 一 — log,m, + í — 1, 
BD 六 可 以 取 不 超过 


Е — logam, — *°* — орт, + s + 1 = log; 一 一 十 十 1 (10) 


m 1 
ЛМЕ. ВЕН Оо <; <) 可 以 取 之 值 亦 不 超过 (10), 8 
有 因子 eim x) 的 三 角 多 项 式 TPG 之 个 数 不 超 过 


rm т] + 1). (11) 
取 
Ж 一 ‚а уг "(в + - + )' 5 (12) 
则 显然 X= с(а, ғ), B. 
MET VERD U ) < Climll™, (13) 
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BD fe EC). 
3) Ш (5), (6), (8) 51512) 成立 ,又 由 引 理 2.1 可 知 


| Hx dx = СХ" У») 1= CX2 СИ" 
G; n | 


= С. с(а, ғ)п “С log 3л УЛ, 
ЁП (3) 式 成 立 ， 定 理 证 完 . 
由 定理 1 可 知 ,定理 3.4 与 定理 6.1 都 是 殖 于 全 善 的 , 即 用 С, 
上 的 任意 2 个 点 的 加 权 和 来 近似 计算 Е2СС) 上 的 函数 在 G, 上 的 
定 积分 ,误差 的 主 阶 都 不 能 再 作 进 一 步 的 改进 。 而 当 * 一 2 时 , 除 
一 常数 因子 外 , 定理 5.5 АНИ Е РЕН, 


$8. 佳 点 求 积 公式 的 平均 误 素 


命 
eC, 2) = 2002601 +в) + 1) — 1), (1) 
此 处 0 <e — 1, 又 命 使 不 等 式 
(mn, у)? Z ecCs, в) а (2) 


对 一 切 整 矢量 m > 0 АЛ G, йу y 的 集合 为 Q(= Q( e>), 
则 由 定理 4.4.1 的 证 明 可 知 & 的 Lebesgue 测度 mes 8 适合 于 
mesg > 1 — E, (3) 


ы fe or) (> 二 | 时 ,全 


SG. 0, D = | ISa, v, Didy, (4) 
此 处 为 整数 > 2 及 
SQ y. = | дак om M фу), б) 
5 n -— 


ЭРЭН ТЭЭН 则 由 (3.2) 定义 ,我 们 则 称 
Sn, 0, 月 为 了 由 佳 点 集合 2 构造 的 求 积 公式 的 平均 误差 
定理 1， 假 定 > 过, 则 
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-а-Їн 
зир Sn, Q, Р < C : «Са, +, & )n Pt (6) 
е0 (С) 


证 明定 理 1 之 前 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 1. Яа» Efe ОС), Wl 


>И C(m)|2 татан C + els, в), (7) 
此 处 С(т) ER f BJ Fourier. АЖ. 
ШЕ. 由 定义 可 知 


>) Това) = ll < lode < c: ээн, 


由 于 当 |m|| > 2^ 14, Cm) = 0, 所 以 | 
27 | Cn) Ч сэ < 2er > lem] < eum. 


从 而 由 (6.1.9) 5 (6.1.15) 可 知 
У) (сн | = У) | Ус 


= > (> | Ст) ) (Xr) mlx 
< els, s) >, 2 У) |С) |2 [ә 


р) 


< C! eks, в) > 27% = C! - cls, в), 


引 理 证 完 
定理 1 ПЕНЯ. RRE e< a 一 1 2? 由 $3 可 知 


А уу 100011 ХЭ saw, |! 
iS, y, D| < X сэм». ^|. (8) 
从 而 由 Schwarz 不 等 式 得 
0,0,0 < n Sis, 4ү, (9) 
此 处 
Imi ^ P Ч enim, т 2 ` 
= У | С(т) [2 E Tl, х (m, ТА (10) 
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5 | 
— V U^ aD 
(2n + 1 УУгэ| на 2 27 k= 

H J20- 1) 2 2a> 1 2 — 8 > 1, ДН 3.1 的 证 明 
可 知 


5, = > е2" т.) 


S, < ela, s, в)а 2°, (12) 
从 而 由 C9) 及 Schwarz 不 等 式 可 知 
Sla, Q, f) < с( s, вп | S dy 


ЊН (6.2.16) [Я 1 可 知 


[mi^ 
|. Say = X/|C(m)] Gn Ty Í. 


(13) 


12 
е2", TX | dy 


k=-n 


- Sej PnÍ | Ge erm ox) 


(2n + 1 


x( ет, 9) 4 = 
> Y 2n " 1 


2 У Ст) [в] 
< C - c(s, EW, (14) 
将 (14) 代 和 人 (13) 即 得 定理 . 

由 定理 1 可 见 ,对 О С) (e > 二 ) 上 的 函数 ， 用 佳 点 求 积 公 
式 时 ， 平 均 误差 比 单个 求 积 公式 的 误差 精密 00871) (比较 定理 
3.1). 因此 应 用 佳 点 求 积 公式 时 ,可 望 实际 误差 之 阶 为 O77 355, 
59. 完全 佳 格 点 求 积 公式 的 平均 误差 


命 HERSIR о<е<--, 由 引 理 6. 可 知 适合 于 子 < 


p < пй —Л ЖИК p, 皆 存在 不 少 于 p 一 [ep] > (1 一 в)р ДЖ 
矢量 a == (1, G4 77", a) (1 < a < р) RARA 
(a, m) =: 0(mod р) (1) 
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的 非 零 解 m 适合 于 
lmi > e5137p( log Зр\ 25: 6274753755( logn) 07? 
= M (ЕХ). (2) 
№ о(=о0(е, п)) ЖОКИ ЕМ, (а, р) 所 成 的 集合 。 % 的 元 素 个 
数 记 为 |o| , 则 由 素数 定理 (风华 罗 庚 [1] 第 九 章 ) 可 知 
lol > 2j acp. (3) 


9 <р<а 


当 fe Осу (а>), @ 


(л, (0, p= ph > | SC, а, Di; (4) 
(гр) 6 
此 处 
sen кож AB) (5) 


我 们 称 S(p, a, р 为 了 由 佳 格 点 集合 o 构造 的 求 积 公式 的 平均 
RA. 
定理 1 假定 > +, 则 
sup S(n, о, f) < С. с(а, 5» в), (6) 
ЦЭЭНЭ 
证 明定 理 1 之 前 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 1， 有 下 面 的 估计 
Alo, m) = У) 1 в, (ищи). С) 


(a, p)Ew 
(а, m)=0 (mod p) 


fiio, СГ) 表示 正 整数 RDT” 的 素 因 子 的 个 数 ， 则 


o, CD) S Ююв,/, 
所 以 


А(и, т) < > 2j 1 


1<a<p #<r<n 


(a, m)zx0 (mod p) 


< У) о„((а, m)) < slog;Gllm |277), 


1<a<n 


159» 


引 理 证 完 . 
定理 工 的 证 明 . TRUE s 过 «一 4, "PED 
|502, а, Р] 一 
МИН 32,519 8.1 а Schwarz 不 等 式 可 知 


> сав), © 


(a, m`=0 (mod p) 


Sla, o, DNS — У) >” |c] 


т 1 Ха,р) Со (as m)=0 (той р) 


= 1 >, A(o,m)| C(n)| 


[c] lim ИМ 


ОССЕ 


4 x 
XL) 
Ив НМ 


“cls, E)n (овп) 
AE "Җа + og] In] 78: 


lmi >M 


© cls, €)n^ Ciga) ( У) mte ов най” 


па 12м | m||*2 


= . cls, ву» log n)M^ etitit (хле) 
| Im s: 
«Cc; в), 


定理 证 完 ， 
由 定理 1 可 见 , 对 于 O [e > 于 ) 上 的 函数 ,用 完全 佳 格 
点 求 积 公式 时 ,平均 误差 比 单个 求 积 公式 的 误差 精密 00879) CL 


较 定 理 6.1), 因 此 应 用 完全 佳 格 点 求 积 公式 时 ,可 望 实际 误差 之 阶 
为 Olate), 


注 # 
$2. Цас 1, НУ Коробов, Н. M.' 就 点 集 (Éh 
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eo [K а E P IEBTT БЕЯ 1 同样 强度 的 结果 ,定理 
1 见 华罗庚 与 王 元 [3]。 关 于 定理 2, a>- 时 ， 是 Maxo, 
IO. Н." 证 明 的 (参看 Солодов, В. M.[11)， 当 2 зай, 
见 华罗庚 与 王 元 [6, 71. 

$ 3. 定 理工 首先 是 Бахвалов, Н. C.I 与 Haselgrove，C. В." 
证 明 的 (参看 王 元 [2],， Коробов, Н. М. 171, 华罗庚 与 王 元 (3. 6, 
7], Niederreiter, Н.[2]). 天 于 定理 2,258 Бахвалов, H. С.[4], 
华罗庚 与 于 元 [6, 71. 

$4. 关于 定理 1， 参 看 Гельфанд, И. М. Фролов, А. С. 与 
Ченчов, Н. Н.[1], Коробов, H. М.171, 

$5. 关于 定理 3， 见 Бахвалоь, Н. С. |1] (参看 华罗庚 与 王 
7:13,6,71). 

š 6. ER 2 最 早出 Коробов, H. М. 证明 , 但 误差 为 o~ 
(logp)"), ЛЖ Бахвалоь, Н. С ЕО OCp^* 
(logp)'07?), 这 里 的 证 级 是 根据 Бахвалоь, H. C. 的 证 明 方 法 
略 加 简化 而 得 来 的 《 见 王 苑 [21). ЖЕЕ] 2, Zaremba, S. К.Э 
证 明 ， 对 于 整数 ”> 1. ТЕЖЕ КЫ а, НА (а, m) = 
0Стод ») ТЕЙ [та < со ювлУЛЭРЭЖЭЕХ И 

57.11, Шарыгин, И. Ф.|21, 

$$ 8—9. Ц, Бахвалов, H. C.[1,2] СЖ 121). 
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第 八 章 数值 积分 的 数值 误差 


$1. 数值 误差 表示 法 


引入 记号 
n=] 
Samy D = | oa- > (1 - HD Ку) (1) 
9, n 1--00-1) ” 


及 
smb. D= |. Кок 16:37 (2) 


此 处 y 5 b ЗЯ s 维 实 矢量 与 整 矢量 . 
本 节 将 证 明 
定理 1。 假定 1,706 57 7; 在 有 理 数 域 R 上 线性 独立 , 则 有 
下 面 的 估计 
sup |S(2, y, D| < СИ, y), (3) 


_ ЕС) 


此 处 


n 


wy) = + (1 + zy +2 > (1 -4) 


n 


х TT G + 2254.2) — 1, (4 


d В(к) = = — z 十 A 为 Bernoulli 多 项 式 ( 见 $ 6.5). 
定理 2. 有 下 面 的 估计 


sup |S(z, h ‚РІ < СҮХ, h), (5) 


feE? (C) 


.162 • 


=1 v=1 
— 1, 35 24”, 
1 2, 1 3, A n 
I (n, h) = (I+) 660-6705) " (6 
4 


Zo 


+45 G r (H) -1 


М2|л, 
Җир URRA < > < O НЕВА, ü 
3| 1. 有 下 面 的 表达 式 
> бог = 1 + 2B). (7) 
证 由 于 — 
| (1 + 222B,(z) )е а 


= ! om ES — a) -2айнх == 5—2 
ИС Я 2x) |е dx = m^, 


IG Sp. 
定理 1 的 证 明 。 由 引 理 7.3.2 与 定理 7.3.3 的 证 明 可 知 


И (яп, у) = хээ! l s (n 一 ||) ега, | 


Та kecz-0-1) 
[та | ј=0 大 一 一 

所 以 由 (7.3.18) 与 引 理 1 得 
Wo) ==” У >) (x 


1=0 k=—j 


CD 


ЦОХ Ua 


=0 Kk-—j y=1 Yn =-= 


E „25 > TI (1 + 2ёВ,({Җу„})) — 1 


120 К=—} v=1 


- У (== al) T 


k=-n v= 


(1 + 22B,C1ky;)2)) — 1. 


由 引 理 1 可知 B,({x}) Ж х II BER ECON. ERE. 
定理 2 的 证 明 . 247 


Р Zai hm) k 
1 м, е п 
Wla, а) 一 一 
юэ п > | m]? 
» 2 tet 
> £——)-1 
kaivai “уә m; 


由 于 BUD 为 偶 函 数 , 故 得 定理 ， 


命 


sup 1505, h, | < CW, h), (8) 
тЄВХӨ) 
则 类 似 于 定理 2, 可 以 证 明 
ЖЗ. 有 下 面 的 估计 


бан У Ц ) 
—1, M 24n, 
ею BESH © 
2S (у— 2 g, (Ауу 
+2 П  )-3 
\ 321”, 
Hop 71 565 v < +) 中 奇 整 数 的 个 数 ， 
我 们 还 可 以 逐个 求 出 . 
sup |S(s,h, Dl, L=3,4, "> (10) 
ев o) 
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BERKER. 


$2. 佳 点 集 计算 比较 


我 们 分 别 用 实 分 圆 域 ， 实 Dirichlet 域 与 定理 4.5.2 来 构造 实 
矢量 у, 并 用 定理 1.1 来 进行 计算 比较 , 在 电子 计算 机 上 算出 以 下 
Ж Ж: 


ЗЕ 1 94-23 
п И (л, (е, e, е?)) ГА (», (К =1,у7,у0)) 
102 3.7687 х 107! 3.1740 х 1071 
5 x10 | 3.4290 x 1072 | 5.3640 x 107* 
10 | 1.1130 x 1077 2.2850 x 107? 
| 
X2 :—4 
— aaa aaaaaaaaaaaaaaaaaaeaaaaauaamamammsiħįĂ 
n И’. (a, (Pses 2. ... ,2соз 123) Win, Ce, сэ 
10? 1.5683 X10-! 6.4835 x107! 
1.5x10? 1.0070 х 1077 5.5341 X107! 
3x10? 4.0200 x 107 3.7821 X107! 
M — —— —— M M — M —— ————— ан 
#3 5= 5 


23 
Wa (n, (2cos T ‚ 177, 2cos =.) Hx(2, Ce, не, e*)) 


10 6.7819 х10-3 7,4518х10-3 


10° 3.6400 х 107? 3.6966 x 10-3 
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2.6730х10 3,1621х10 2.8308 X10 


10* 2.1492 2.2513 3.9925 
10° 1.9503 х 1071 1,9592х 107! 3.0794x 17 
Hic. 


不 少数 学 家 曾 建议 用 实 Dirichlet 域 来 构造 佳 点 集 ,例如 Davis, 
P. J; 5 Rabinowitz, Р.[11. 但 从 这 些 计算 中 ,我们 建议 最 好 还 是 
采用 实 分 圆 域 或 ? = (е, s е”), 


$ 3. т) 点 集 的 算法 


Ж s ЖЕГУ Fibonacci 贯 Е,(= Р), 即 由 下 面 递 推 公 式 定 义 
的 整数 贯 
Ео = Е, =. = Е. =0, Е = 1, 
F,+ = Fus “ЕЭ F, ЕЁ, “20, 
(BL $ 2.8). 
йїп = Fas, h = 1, h = F, Р, h = Бы — 
Farsa ccc Елы — F,,, W4 n Е CHL $ 4.7). 
Я 1. 35 0«к m= 15 Bj, FO 依次 为 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 
21, 34, 55, 89, 144, 233, 377， 由 计算 可 得 
W (55, (1, 34)) < 3.8148 X 1072, 
Я 2. s= 4, 920981 ЇЕ Е. = 401, Е, = 2,872, Ев = 
10,671。 则 由 计算 可 得 
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pn—————————————— чото €Ó— LP MP 一 


h; h, Wi(n , h) 


401 372 208 .5260x 107! 


2,872 2,664 1,490 2.3845 x107 


5,536 


3.8520 107? 


43. = 5. № n = F, = 13,624, b = 1, h = 13,160, 
À, = 12,248, А, = 10,455, == 6,930, hi 
W n, h) < 3.0738 х 1077, 
B4. = 6, R n = F, = 29,970, A = 1, „== 29,478, 


k, == 28,502, Л. = 26,566, hs = 22,726, в = 15,109, Д] 
W (п, h) < 1.2002 x 107, 
3 527 时 ,也 可 以 算出 一 批 数 据 来 ,但 精密 度 较 差 ( 见 $ 7). 
34 з == 3 时 ,建议 用 下 面 的 递 推 货 , 即 
G =G =0, G,=1, б, = Gnu + б, т>0. 
(WL 81.72)) SEX n = G,, h = 1, h = Сун — Gs, hs = С 
一 Gn， 经 计算 可 得 


! 


2 (1-1) 


h; W.(z, h> 


114 1.5035X10-: 
816 1.1229 x107* 
3.8875 Х 107? 


10,252 


1.2459 х10-*. 


81674) 


$4. Z, 点 集 的 计算 


现在 将 计算 过 程 描述 于 下 ， 命 8 为 素数 > s R = РТ, 
Ez s 次 分 贺 域 Æ, = R [ eos 22), 3184 


р! 
я 
sin 7 g^ . 
o = =m  l=<!I/ 50 6-1 (1) 
sin — g 


为 86, 的 一 组 独立 单位 ,此 处 < 为 mod p 的 原 根 . 


í 


HH 
| EO = Dn. нэ, 156765, 0) 
此 处 of? 表示 e; КЕС. МЕО 
log |E?] == +++ = log |ë] (3) 
可 以 确定 唯一 的 一 组 比 数 
-— 22 fa (4) 
Ya YA 


命 ;为 任 一 RER L5 L^ ЯЛА 45-01 «<: 2 与 1 经 四 


会 五 人 后 得 来 的 整数 , HU 
2C) = lots ot | (5) 
为 一 个 代数 整数 ,从 而 
п(= т) = HgO +... +1 (6) 


为 一 个 有 悍 整 数 ， 实 际 计 算 时 可 以 取 e=, В z 表示 由 7 经 四 会 
五 人 后 得 来 的 整数 , 取 
Е? Р = 1, h = a| f2 сов 21 


=, 2646, (7) 


TAS RI @, ARL 5 4.62. 


M g= 2M, = 2c t 5, 1 < ¿=< :— 1. 
/ 24 
ffl 1. WO, = R| соз), BUR s= Рн, h—1, h= 
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Fms ША Е, = ЕС 8 5 АСИ 3.1). 
#12. Ж, = R (21) 及 单位 


Е == 2cos "7 == —1.8019:::, & = dcos = 1.2473... 


3 


£3 == 20:77 = —0.4447..., 


这 三 个 单位 中 任意 两 个 都 构成 独立 单位 组 ， 由 方程 


| 268| = [eser] 


解 得 
Z = 1.357... 2 
8 


3 
此 处 “全 ”表示 差不多 相等 之 意 ,二 是 得 ,例如 


E ha hs Win, h) 
i. - _— __ 
! 
20 | 1; 6 2.60 
L 
83 | 66 20 5.52x 107! 
{— 
418 335 103 3.71х10-3 
1,692 | 1,357 | 418 4.88 x 10-3 


由 方程 组 
|egeferes| = | єв | = leteferes] = legeferes| 
解 得 
Lagala, 8 
6 5 8 5 5 
T = 00,944... e 2. 
8 5 
可 得 
п = 9,8892-5 = [21888381 | » ñ= 1, 
. 1051] 
h, = 8,628 -= | 2cos— + 
7 7 cos 11 1 5 
. 2л 
h, = 6,408 =n | 2 cos — Ь 
11 
h = 2,908-=л 1 2сов E], 
| 111) 
f 4л 
hs = 7,800--74 ?cos 本 |, 
经 计算 可 得 
W (n, h) < 6.69 x 1077, 
nie. 


1. 用 分 圆 域 方法 时 , 当 ， 维 空间 之 2, h(x) 算出 后 ,去 掉 h(z) 
中 的 若干 个 分 量 后 ,得 到 的 维 矢量 为 h*(w), 于 是 得 到 ” 维 空 间 
的 一 组 数据 n, Ьо), 34 ЕР ғ 不 太 小 时 ,它们 所 对 应 的 
维 的 W (n, h*) 仍 很 精密 ， 例 如 当 s 一 9 时 算出 п = 462,891, 
b= 1, = 450,265, №, = 412,730, №, = 351,310, № = 
267,681, А; = 164,124, №; = 43,464, h= 371,882, фу = 
227266, 去 掉 A, ho 则 得 7 ÆRE hr, A p, UE 8 维 矢量 
hi, 经 计算 后 分 别 得 到 W:n, hf) < 1.9397 x 107 与 W (n, ht) 


« 16240 X 107, BIDIRITEUR FUR T s = Ë ЖИВЯ, 
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O 仍 能 得 到 全 部 维 数 记 需 的 数据 ， 因 此 这 一 方法 对 维 数 是 没有 限制 
的 ， | 

2. 我 们 暂 不 采用 更 广 的 分 圆 域 ,例如 当 ， = MA, ,此 处 1 > 
РЖИ, = R (с), 实际 计算 志明 ， 这 
种 分 圆 域 得 出 的 n, h 所 对 应 的 W (л, h) 偏 大 些 ,例如 1 = 3, p— 
3 得 一 个 9 维 分 圆 域 ,可 得 4 = 1,137,282 及 其 对 应 的 h, 经 计算 有 
И’ (п, b) = 8.4481, 又 如 取 7 = 2, p= 518—7" 10 维 分 贺 域 ， 
п] п = 1,206,594 及 其 对 应 的 h, AI 5 W 1, h) < 3.6636, 
BAKTE SUR KUSER ER). 


$5. 其 他 多 ,点 集 示 例 
其 他 实 代 数 数 域 .多 ,也 可 以 用 来 定 出 格 点 集 ， 现 在 举 暴 个 例 
+. 
011. RZ = КОМ 5 ,V 2) K. 
сажу, 
2 


е = Í + V 2.6 一 3 + V 10， 


122 
816183 


п == 11,574, h = 1, h = 7,153, №, = 4,794, h,= 1,878 
经 计算 得 


3 


W,(n, h) = 8.81 х 10-3. 
012. КК), kit o— V 5 X 
8  2-b w^, 8. = 3 — 200, 
(Ul, Bernstein, L.[1]), ОЛЖ 
log 12 + и? | |3 — 2% |* = log |2 一 2] x] 3 一 2wil* 
得 
一 2.12003..， 


x; 


由 单位 
8183 
得 出 
n = 2,889, A = 1, Й, == 1,431, A,-862, №, = 993, 
经 计算 得 
(в, h) == 2.8626 х 19-2. 
又 由 单位 
&tgi == 310,563 
得 出 
п = 310,563, №, = 1,4, = 153,837, №, = 106,741, 
А == 310,563, 
经 计算 得 | 
W,(xn, h) < 2.0948 х 1077, 
Wiz. 
附带 指出 , Bernstein, L. [1] 中 还 给 出 了 RC), т = V3 
的 一 组 独立 单位 , 但 其 中 的 1 + + — т НЕ X E: H oj 
Х(О--6-т)-(1-403-4/331-43-4/3) 
Х(1-34234113Х1-413-1433--1, 


$6. TERATE 


引入 记号 ; Pis Р tt’ Р: ЖК. КАН АЈА ЖА 2 一 (1 5 
Zat’ z7) 为 整 矢量 及 


ГА 
"2 5-1 v 
Н, (2) = > (1 +2 (1 21 17) 
Р. k=} v=0 P. 
Р.Р 
2 5-1 » x 
H.G) = —5- (1 -2 M II (1 - (ой i + p) ^y. 
PP: R=1 v=0 bb: / 
4-1 
$ ? “1 v ... р „Р \ 
Hz) = 31-23 HO аёт аяа ү), 
k=1v=0 А 


ЖЖ а= вен =. (1«€i«D, Xf h XN z=1, 


T Bl 时 ,使 H(z) 取 极 小 信者, 5; 为 当 z = 1,224 


时 ,使 HL) 取 极 小 者 ,如 此 等 等 . һа 1,55, 82-58, 
f H, Cx) 取 极 小 之 整数 . 

5|18 1. а 1, аљЕ М а = (а, мам ях 
E. 2 (а, 9) =1 <i =<), H 


I £3 та 


(a, m)=( mod 4) [ml (a ма 78500044) [Im (|| 
-J <m) 
« i QU) 41У47 а) 


-gemeg iem + 4) дын 
584—5 < m < 2 时 ， 
> -一 = l <25 — < Xa) 2) 


类 似 于 引 理 4.9.1 的 证 明 可 知 
VU 1 _ У 4 


im | 
(а sra) (0220004084) | | 
-4 em Od 
34"; 7 


(a, m z(mod 4: [га | 


+ eo 
< S" vw d 
5S шш 2) 24 — s 
971 (um )x0nod4) „=—% (С ын 14) 
4 cu 28. 
2 1 72 
s, A 
1 = s gma 
x И ( ,< < CELÀ 十 1", 
x 479 (уй? ly 
5| rg 
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512. di M > 1, FHRA 
(а, m) = > ат; = 0(mod 2) (2) 


在 范围 
а < М, m0 — — G) 
中 无 解 ,又 若 r 为 正 整 数 , 则 
” < cG)M Clog 3rn Y, (4) 


(a,m)=0(modn) Ї на | 
[т< 


WE. 命 ТМС > 1) 表示 同 余 式 (2) 在 范围 
lm] -1М, та = 0 (5) 
中 的 解数 , 则 Ti < се) Сов 31M Ул! CILST88 3.4.3), 所 以 
боо! ug So Ст) 
(a,m)z (mods? lm || 2) iM 


17: («єг 


(ray ылу 
1 1 тізу . 
= M^! TU (+ — гч) 十 М __ 
2: мА ОИ СС) + 1)M 


(в)? 5—1 
«бәм, У Чем. esa 


151 
+ С) М (106 30) 
< cG)M"'Clog 3rnY, 
引 理 证 完 ， | 
HL 假定 当 = 1,5-5, h. B, жый НОО Ti 


极 小 值 , 则 b, = a, bs, 67") 7j mod Р. 之 极 值 系 数 ， 
iE. 由 引 理 1.1 可 知 


BED = {х} — (z) +L = 21. 5 eum 


所 以 


， (6) 


6 ын , е?лїтх е 
31 —2(xp! = — У, +1 
C ( р л? „сте т? m=- оо фСт) 
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此 处 


- 0 -2 UE | (8) 
所 以 


H.(z2) — 1 = > n 
(алт) mod рү) П (т) 


у= 1 


sv 1 (9) 


(g,m)sQ(mod p) |з ||? у 
由 定理 7.6.2 的 证 明 可 知 


, 
1 
H(b)—1=< min 一 一 一 
BITE (z,m)=0(modp 1) [m]? 


< с(Эр- log р, | (10) 


另 一 方面 易 得 
BUE 


но) - 12 (5) > i. (11) 


1b п) modp ,) хай 


由 (10), (112 8] ЯД ZE с() ES 


[mil < eC)pl log p), m= 0 (12) 
时 有 
СЬ,, m) x 0(mod p. (13) 
故 由 定理 3.5.1 可 知 点 集 
| ( ын 
(Ehi . PEJ) 1«4« 09 
有 偏差 
ФС) = сборов р)", (15) 


RI b; 为 mod p, 之 极 值 系数 (参看 $ 4.6)， 定 理 证 完 ， 
定理 2， 假定 b 之 含义 如 定理 ТЖ, ЖУ 一 1,，…'， 


нэ ! 时 ,= = b, 2948 He) 取 极 小 之 整数 , 则 (рр, bb, 十 


Padis cita + РГО 为 mod pp 之 极 值 系数 
iE. 由 (6) 可 得 


$ Үү, зул » р 2 
нх) = > У | (1 —2 (es + pb) }) | 
Р.Р k=1 v=0 РР 

(参看 (8)), 所 以 
1 bb, dril (zomi Фр. mk 
НК — 1 = — `` E—<h 
PiP k=l П bCm,) 
у=} 
— 1 
P (z m) Ер,Оүлан modp p) Т dm.) 
»21 
зү? d. 


— (16) 
(b mig (imodp) 


(z, m)=0(modp,) n фСт,) 


ЕЛА — 1 8023 20 23a 与 加 ,两 部 分 ， 在 2 中 请 m, №. 2 p 
倍数 ,其 余 均 属于 之 。 由 (10) 可 知 
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> 一 s 1 


+ 

pb ЭРЧ ЧССОГН) й 
гэ ! 1| bp, m.) 

у=] 


20241 l 
=< Ра > + 
(b, m) хшодрү П dn 
M п„) 


v=1 
== PPC) — 1) < СС) Ср p Ж log һр), 
(17) 
又 由 引 理工 可 知 
x< X) 1 


H 
(b, per [m 
(z, m)z0im odp, ) 


7 2106 
< 25 2, Gp рә”? 
Eta nc de (b па) лор) E 
2 2 (z, m)=0(modp.) 
1 _ 
«| > ,, ,> тт) + ва, 
BULL m|| 
ms 2 


G, тл): 


ВЕДЕ S [PE 4.3.1, 引 理 2 жазу, (135 
min ЭЭ? 2. min > 1 N 


p,-! 
leer Ire 


DhÁ сы, PES 2102 (Ъ,,та)жб(ттойр ) ш й 
2 2 (z, m)=0(modp,) 
T eGP? 
2 1 N2 
<( X 5 
р, d-nh £ nn ај | 


7,- 
z «mj«— —52- аг 


|, т)==б\ттойр,) 


+ cC? 
< (=D ! ll ? 
Р: —1 EU «ту P,P, [тп | / 
2 i 2 
fb аа) ООшо4р ) 
+ с) (рр)? 
< cG) pp) 108 pp", (18) 
因此 由 (17),(18) 可 知 
H,(b,) — 1 < > + min, > 


1<2< > 


(z; та) =00пойр,) 


< cG) ТЭМ 2172 ний 


(19) 
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另 一 方面 
но — 1 > ($Y s —— (20) 


4 
РБ m) t p,(b, m)z0(modp,p,) 
П 96» 


v=1 


由 (19),《20) 可 知 存在 сз), 使 当 
Їна| < cC)pp log pp, ms 0 (219 
时 , 同 余 式 
pb, m) + pCb,, та) = 0(mod pipi) (22) 
ЖЖ. НАЗ 3.5.1 可 知 
Cpi bis bb, + bb °С, pos! + publ) 
Ў mod pp, АН, EEZ. 
依次 类 推 ,可 以 证 明 
ЖЮЗ а= Benq, 
e, = qb Ээ qub. HU Cei, с, 6) 为 mod q 的 极 值 系 
数 ， 
在 定理 H PES REN 
Ça + ci ах = Кто 4), 1x <q 
2Л х, Хай 
ы (4:67 + + g,br)<(mod ЭР 
14,4: <4. 1<ь,<;-—1, 
则 mod 4 的 极 值 系数 即 取 形式 
(1, 5:, ttt Bs). 
Hà. 
Кези, Р.52 指出 ,在 实际 应 用 定理 3 时 , 取 
PZ ptt, 
时 所 得 的 数值 积分 公式 的 误差 常常 最 小 ， 如 果 已 经 有 了 mod в 的 
极 值 系 数 , 而 pln, 则 可 以 由 定理 2 ЖН mod 加 的 极 值 系数 ,这 样 
将 使 我 们 可 以 利用 已 经 具备 的 数据 ， 他 还 指出 , 当 使 用 的 素数 个 
数 较 多 时 , 数 信 积 分 的 误差 将 相对 增 大 , 即 对 于 差不多 的 点 数 n, 
当 ”为 索 数 或 两 个 素数 乘积 过 ,对 应 的 Ул, В) НЧ z 272 7" 
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BORDER XU. 但 当 л 为 3 ËR 4 个 素数 乘积 时 , 误差 的 增 大 是 
不 严重 的 . 
$7. 几 点 注 记 

1. 由 $$2 一 4 的 算 例 及 附录 “ 格 点 点 集 表 ” 表 明 , 近 似 计算 多 重 
积分 时 ,用 各 种 格 点 点 集 都 比 佳 点 点 集 精密 ,特别 是 完全 佳 格 点 集 
与 家 ,点 集 最 精密 ， 而 且 由 格 点 点 集 构造 的 求 积 公式 的 形式 特别 
简单 , 便于 使 用 , 所 以 我 们 建议 尽量 采用 格 点 点 集 ， 当 * 很 大 , 超 
过 附 表 范 围 时 ,可 以 采用 分 组 使 用 办 法 ( 见 $ 9), ifi n 很 大 ,超过 
附 表 范 围 时 , 则 可 以 考虑 使 用 佳 点 点 集 ，. 

2. 算出 极 值 系 数 来 所 需 的 计算 量 是 比较 大 的 。 由 定理 6.1 可 
知 算出 p, 来 所 需 的 四 则 运算 次 数 为 

cnm, (1) 

此 处 n 一 p 为 所 用 点 数 . 

取 包 ~V po 则 由 定理 6.2 可 知 定 出 bab: 所 需 的 初等 运算 次 
ВО ССр + PP) = сы, BD 

OA (2) 

此 处 # = рр, ЖЕТИ. 

一 般 言 之 , BC psum p, (1 < ><: — 1), ИН 6.3 可 
知 ,算出 5,…… sb; 所 需 的 初等 运算 为 

сС)Ср t юр + ээ рс Рр), 


Вр 
СС) ТТ”, (3) 
К п = 7 ° ° P: ЖОН лд. ВИННИ, 
b) 比较 精密 , 按 Ком, PUA ВОН, ИН uoc ceps MI 
OARE | 
tT, (4) 


然而 得 到 ? 点 集 与 Z 点 集 所 需 的 初等 运算 次 数 都 仅仅 是 
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O( log»), (5) 
此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 ?或 22. 当然 由 算出 的 7 АЖ 
БЯ, 点 集 再 去 计算 其 对 应 的 W (n, a), 所 需 的 四 则 运算 是 
KOLT (6) 
耐用 $6 的 方法 ,对 应 的 W (n, h) 是 可 以 设法 同时 得 到 的 ， 
Haber, 8.2) 在 UNIVAC 1108 上 进行 了 计算 后 指出 ,用 定理 
6.1 的 方法 算出 一 组 4, bo) E Am №, 此 处 40:107, 用 这 一 方 
Ж, n 的 阶 可 达 104, s 可 达 10 至 20。 但 当 s 达到 10 时 , о И 
就 需 10* 或 蝎 多 ,从 而 计算 又 变 得 很 元 长。 算出 一 组 sn 点 集 仅 
需 А? $b, 此 处 A107. 计算 至 少 可 达 ， = 100, 而 ”可 以 不 加 
限制 . 同时 他 亦 指出 ,由 分 圆 域 方 法 得 到 的 Ко, h) 比 Коробов, 
H. M. 方法 偏 大 些 . 


Moon, Ү. S. 在 IBM 220 上 进行 的 计算 表达 了 类 似 的 结 


论 . 

3. 就 已 经 发 表 的 :一 3, 5, 6 维 时 , 完全 佳 格 点 集 与 Z, 点 集 
所 对 应 的 W (п, h) 的 比较 ,请 参看 Maisonneuve, М.|11-5 Haber, 
$.[2] .现在 将 张 荣 肖 , 徐 广 善 与 王 元 中 算出 的 , 当 s = 7,8,9 时 ,这 
两 种 方法 得 到 的 点 数 相 近 的 数据 进行 比较 C = 10 时 ， 未 找到 点 
数 相近 的 数据 , 故 未 作 比 较 ), 精度 基本 上 是 相当 的 ， 下面 各 表 中 
的 完全 佳 格 点 集 的 各 数据 ,请 参看 Салтыков, А. H.[1] 与 Maison- 
neuve, M.[1]. 


81 бе?) 


ж £ dE É д om я 点 Ж 

п Их (л, h) n Wi(n,h) 
15,019 1.2 11,215 1.9416 
71.053 2.1x107! 84,523 2.0407 x 1071 


#2 (e= 8) 


完全 佳 格 A Ж 2. д ЁЁ 

n | WaCn, h) п | Wi(n, h) 
24,041 3.9 28,832 3.4501 x 107* 
100,063 7.06 1071 | $523 9.8761»x107! 

#3 (= 09) 

x ® í йй 点 Ж а, А Ж 

n Win, h) n Wan, h) 
46,213 9.5 42,570 1.0496 х 10 
159, 053 2.5 172,155 2.3708 


4. Z, 点 集 比 ”点 集 所 对 应 的 W Cn, h) 精密 , 而 且 当 维 数 愈 
高 时 愈 显 著 ， 例 如 当 * = 9 时 ,由 Z, 点 集 得 出 
W (957, 838, h) < 4.1494 х 107, 
1113: m 点 集 得 出 
W,(1,035, 269, h) < 4.6013 x 107, 
又 当 * 一 11 时 ,由 Z 点 集 得 出 
W (7, 494, 007, h) < 6.3956 х 10-1， 
而 由 ?了 点 集 得 出 
W ,(8, 359, 937, h) < 1.0401, 
5. 据 现 有 材料 ,尚未 找到 比 实 分 圆 域 更 有 利于 计算 用 的 实 域 . 


$8. 格 点 点 集 表 


ВЕНН Н ЯРНО n, ВСп) tW Co, h) 等 的 格 点 点 
集 表 ， 这 不 仅 对 于 实际 计算 多 重 积分 或 其 他 问题 时 是 必 不 可 少 
的 ,而 且 也 是 进行 理论 工作 时 的 重要 参考 。 最 早 的 一 张 格 点 点 集 
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Жж Салтыков, А. H. 根据 Коробов, Н. M. 方法 作出 的 . 由 

于 这 一 方法 计算 量 大 ( 见 996—7), ЯН T 3 < + 

< 10, 100 < n < 155,093, {ШИЖ sup |5(”, h, fD] 的 比 
ЇЕ? (С) 


W n, h) 偏 大 些 的 上 界 估 计 . 不 少 著作 中 都 抄录 了 这 张 表 作 为 附 
录 ( 见 Kopo6oB，H.，M.17] ,华罗庚 与 于 元 [3] Stroud, A. Н.[1]). 
ЛЕ, Maisonneuve, M.'! 对 Салтыков, А. И 提出 的 数据 n, 
h(z) 所 对 应 的 W л, h) Æ CDC 6400 上 作 了 计算 . 用 比 $6 更 精 
密 的 方法 ，Maisonneuve，M.B1，Kedem，G. 与 Zaremba, $. К.И} 
别 作 了 计算 ,但 仅 限 于 s 一 3, 4 Мол 6,606, Кез, Р. 用 他 
推广 的 Коробов 方法 ,算出 * 委 10 及 一 12, 16, 18, 20 的 若干 
组 数据 ， 此 外 ，Conroy，H.0 亦 给 出 了 * < 12 时 的 几 组 数据 .最 
Ji, Cranley, R. 与 Parterson, Т. N. L.H! 指出 ， 现 有 的 数据 , 特 
BJ п 较 大 时 , 还 是 很 有 限 的 ,最 完善 的 表 依 然 是 Салтыков, A. 
Им! 与 Conroy, Н.С УЖ. 进一步 的 数据 有 待 于 计算 ， 而 这 一 
工作 ,借助 于 分 圆 域 方法 是 较 易 于 完成 的 ， 

华罗庚 与 于 元 ”首先 给 出 了 几 组 Se. 点 集 , 其 中 有 一 组 * 一 
11, n = 698,047, DIE, Haber, 8.27 与 Moon, Y. S. 中 又 分 别 


在 UNIVAC1108 5 IBM 7 上 进行 了 计算 , 得 到 了 若干 组 Z. 点 


Ж, s < 14, «2105 ЖЧ. 徐 广 善 与 王 元 在 “高 维 数值 
积分 的 数论 方法 ”中 系统 地 计算 了 RAR, ВХ; < 10 时 进行 
了 补充 外 ,还 列 出 11 <; < 18 时 的 几 张 表 . 

本 书 搜集 作为 附录 的 “ 格 点 点 集 表 ”, 表 1, 表 10 一 12 这 4 张 
表 为 RAE. 表 2 一 9 这 8 张 表 中 加 有 “” 号 之 数据 为 S, AR 
《其 中 表 3 中 加 “”” 号 之 数据 为 ?点 集 )， 未 加 “”” 号 者 为 完全 佳 

Iris. 

由 表 中 的 数据 可 见 ， 当 * 稍 大 时 ， 即 使 = 比较 大 ， 其 对 应 之 
W n, h) 亦 较 大 , 这 说 明 被 积 函 数 的 光滑 性 要 求 应 随 维 数 增高 而 
加 强 ,并 建议 我 们 去 计算 W (0, h) G > 2), 
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5 9. 应 用 示例 
我 们 要 求 定 积分 

NO GD 
此 处 2 为 任意 边界 逐 肌 光滑 的 有 界 区 域 ， 当 多 为 G, 时 ， 我 们 
可 以 用 烙 点 集 或 第 四 章 中 所 介绍 的 其 他 点 集 上 被 钠 函数 值 所 构成 
的 单 和 来 源 近 (1) (Ж $ 5.4)， MAZIE G, 时 ,我 们 则 建议 如 下 
的 方法 ， 我 们 不 妨 假 定 ZC G,; 否则 可 以 采用 通常 的 换 变 数 法 ， 

Кк), же, 


ARE мкс, Q 


则 
| ах = | F(x)dx, (з) 
从 而 定 积分 (1) 即 化 为 G, E ЕС) 的 积分 了 。 


例 1. 命 


01 
I = 22 Ї 1, их. = 1, 


用 例 3.1 中 列举 的 格 点 集 计算 ,所 得 的 值 记 为 ,又 命 D. L, 分 
别 表示 被 积 沙 数 经 变换 

ti = у(1— у), 

z; = у,(10 — 15у, + 65D, 

д; = y1(35 — 84у, + 7031 — 20у), ¿= 1,2 
周期 化 后 , 再 进行 计算 所 得 的 值 ( 见 $ 6.5),， 则 计算 得 表 


#1 
n 1, lı ls I, 
13 9,2308 х 107' 1.0285 1.0022 9.9781 х 107! 
21 9.4029 x 107! 1.0131 1.0023 1.0004 — 
34 9.7059 х 10-5 1.0060 1.0006 1.00002 
55 9.7709 х 107! 1.0027 1.0001 1.000014 
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2 


1 {1 3 
| Xi dxidz, = 2.61799- - X 1071, 


.71828..., 


1 1 1 
J, = | | exp( sin x, sin x; sin ra dx dx,d x, 
一 人 一 1 一 1 
= 8.08173-,., 
2 (28, 
J, = | | хүх хийх, = 6.4, 
0 Ја 


万 一 | É (^ xix xd dx,dx, 
02x x x, 
= —4.33566--- X 107, 
X m FB 4.2 中 所 列举 的 格 点 集 计 算 上 面 的 积分 所 得 的 值 分 别 记 
为 Jo Jis Jis Ј I5, WIE T A. 


Ж 2 

n A Л J л Ji 
20 | 3.5573x107! 1.4992 8.9476 8.0148 —6.7248xX107* 
83 | 2.9544><10-! 1.6942 7.8366 6.9748 —5.2348X10-* 
418 | 2.6103x 107! 1.7202 7.9947 6.3749 — 4.2538 Xx 1077 
1,692 | 2.6180x 107! 1.7183 8.0844 6.3999 — 4.3290 x 107* 
3,802 | 2.6180х 107! 1.7183 8.0817 6.4000 —4.3357 xX 107? 

| 
例 3. 命 


К 一 ( (7 pon dxydxidxa 
Imi Jv ior Маса xi + x; + (x, + 0.5)? 
= 1.14602--- x 10, 
现 将 格 点 求 积 公式 ( 仍 用 俩 4.2 之 数据 ) 与 三 维 Gauss 求 积 公式 相 
比较 ,有 下 列表 . 
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3 法 л 结 # 时 间 CDjs-6 91) 
Gauss 方法 2: 1.2409 x 10 2.6% 
Algorichm 32. |” | Па ^ - 
CACM NNNM 
8 1.1391 x 10 104% 

16 1.1425 x 10 789% 
数论 方法 20 1.3063 x 10 0.5% 

83 1.0928 x 10 | 1 秒 

418 1.1494х10 | 9 秒 

Hie. 


1. 计算 前 可 以 先 将 被 积 沙 数 周期 化 后 ,再 进行 计算 ,这 样 可 以 
提高 计算 的 精密 度 。 但 被 积 函数 经 周期 化 后 , 常常 变 得 比 原来 复 
杂 多 了 《 见 例 1)， 因 此 用 同样 多 的 点 , 所 需 的 机 器 时 间 也 相应 增 
ST. 所 以 对 被 积 函数 是 否 要 进行 局 期 化 及 用 什么 方法 来 周期 
化 , 都 需 根 据 具 体 情况 来 作 具 体 决 定 ， 关于 各 种 周期 化 方法 的 比 
较 示 例 , 本 书 就 不 列举 了 ,可 以 参看 Maisoneuve, D.[1], 

2. HER $ 较 大 ， 计算 重 积分 时 ,还 可 以 用 分 组 计算 的 方法 ， 
例如 * — 5 + Z, JR 55 s ИО E n, h' 5 n”, h”, 则 
>, №) 


ПВ к= = 


n! ГА ^, om, 
(h',m)k lh’ mm) 


一 一 2) cm 


+ у? 
ПП k=1 


= C(m), 
С) 


СЬ’ ах77:20(т0041277) 
此 处 mm = (m', m”), HP mw 5; m" 分 别 表示 ， 维 与 :“ 维 整 矢 
量 ,从 而 


зар 
EESC) 


NES : UG) 


k=1 1-1 n п" 


r 


= С (h”, m’)=0(modn’) (lm |. ry (4) 
(h иво’ ЕЮ тоя” ”) 


我 们 用 熟知 的 方法 估计 (47 之 右 端 , 它 不 超过 

O((min (Z, 1 )) "(log нт 22727, (5) 
СА $ 7.6)， 这 一 误差 较 大 ， 但 对 具体 的 2 = п”, 有 时 用 分 组 计 
算 更 为 有 利 ， 依 次 类 推 , 我 们 也 可 以 分 为 多 组 进行 计算 . (Ж 
Zaremba, S. К.1412, 


it R 
` $1. EBE 2 Hl Maisonneuve, M.[1], Haber, $.[2] (参看 张 荣 
BD. 


$2. 参看 华罗庚 与 王 元 [6, 7]。 ХЖ ЭМ АРЫН. 

$ 3. 参看 华罗庚 与 王 元 [6, 7]. 

$8 4 一 5. 参看 华罗庚 与 王 元 [1, 4,5,6,7], Haber, S.[21, 
Moon, Y. S.[1]， 另 外 张 荣 肖 、 徐 广 善 与 王 元 在 “高 维 数值 积分 的 
数论 方法 ”一 文 (将 发 表 ) 中 对 有 关 问 题 也 作 过 论述 . 

$6. 定理 1, 2, Bl, Коробов, H. M.[5,7]， 定 理 3 见 王 元 , 朱 
ЗИ ИЙ 111, Kest, P.[1, 2], | 

$9. 关于 积分 区 域 非 单位 立方 体 的 其 他 数值 积分 方法 ,请 参看 
Солодов, B. M.[2]， 本 节 的 算 例 是 徐 峰 提供 的 。 
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”第 九 章 T H 13 ë Br 


$1. &3| 


fü 1 < n, < n, < :- * 为 一 个 正 整数 贯 及 
P, Ck) = (xf PCR), ммм PDC) ), 1< k х n, 
表示 G; АЯА, РС, Е: ХНА Ex f(x) , A 
Xs 


Р(х) = У) (Р, ROD (ж). (1) 
к= 1 ! 


此 处 ФСК) УЖЕ ЛА. 
Ti n — co Ч, НЕ, PC) —> ](х), ИК Р(х) 为 
JA 的 插值 多 项 式 . 


通常 用 的 度量 有 
19 25::1::1::5581:5:24:1 
зар ЁО) - fax). (2) 
2) 560722,8 
р 71, = d. 1р 1. G) 
假如 了 有 绝对 收敛 的 Fourier 展开 式 
f(x) = Xc (mem, © 
此 处 
Cam) 一 | paeme, (5) 
则 由 第 七 章 讲 的 数值 积分 方法 ,可 望 用 
2l 
> а Pn CR))e ?im Pa 0) (6) 
t=1 
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ЖЖ C(m), 因此 可 望 用 
Рх) = P, ов, КР, (ед me^» ^ (7) 


limil «NG) k=l 


ЖЕ f(x). о DUAE. 我 们 也 可 以 
用 其 它 方法 来 构造 宪 值 多 项 式 , 


$2. 平均 格 网 点 集 与 插值 公式 
айтЖХ 22, n = ml (А, 65,1) 
234 ,x-1l 
Р(х) = L 5 163 PL C т). а) 


о<;<т М? 
(42-43 


定理 1. 假定 c> 1 及 |Z], w 


sp Р-Я < С: eCa, 8^ 9 (вт). (2) 


1€ES(C) 
证 : 假定 fe EXC) К | 
Kx) = 2, С(т)е 9), 


则 
cm-t Y (Deme 
8 о<и<т m 
t 160155 
= cm)—- 1 У) су” 07» 
14147 
= С(т)— >, co 
т\т 
ETE 
= 一 » C(r 4- m), (3) 
1<і<5 
由 于 当 : 为 整数 时 
t Raits ga 22 1, 当 : 一 э 
| |, a= l, M z >< 0, ч) 
所 以 由 (3),(4) 得 


* 188 * 


Ie — = | 1P — rit 


- E (P — DU — dx 


2 | M стн m + >, icm) (5) 
їл ээ <N e, dmiizN 
于 是 | | 
sup ЇР-1ЇЇ < СК, + E), (6) 
EESC) р | 
此 处 2 
, 1 2 UU 
> = A m deu) (7) 
. 15:54 
5 . 
== ‚` 1 
A 20 ар TS e 
显然 由 引 理 7.6.1 可 知 
2 
‚< 23|---1---- 
ne XE T iy 
/ = 1 i1) 
ura хар) 
2 
< cla, ;)m”2e > 1 
Їнэ <N 
< clo, s)m =t log m), (9) 
又 由 引 理 7.6.1 可 得 
> < с(а, ғ)т (орт)! (10) 
由 (6),《9),《10) 即 得 定理 . 
定理 2. BRE a> 1, 则 
C, 当 N>m, 
Be xau, QU 


Мо — 1 
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ЇЕ. Ж 


Хх) = У "e 2002 
k--6 
则 电 (5) 式 可 知 
[Р — fll}, = c? + ci =, (13 
(ане аә 
WAN > m | | 
ЇР-їЇ > $3; —L — > cz, (14) 
KN (m + Юу" Sox 
XMXNsmi 
р > < hagel 
ЇР — Д 2 С > - >c F = 
== c 一 26 十 1 € —2a4-1 - 
24-15 52217 - (15) 


由 (13),(14),(15) 即 得 定理 ， ua | . 
由 定理 2 可 知 定理 1 的 误差 主 阶 >” 5 是 不 能 进一步 改善 
їй. 下面 将 研究 由 平均 格 网 点 集 构造 的 任意 插值 多 项 式 的 特 近 的 


误差 的 下 界 问 题 . 
引 理 1。 假定 
sin 2лтх ^! "ou 
| 2т ) » 当 0<*< 2m’ 
фе) = 1 (16) 
0. x 2т < х < 1, 


№ oso 1) = 9), 此 处 “为 整数 > 1 及 mw 为 整数 >1, м 
ЦЄЭ = d: d) € Es( c (a), 
ЇЕ. НТ 


2х}тх 22 p 2тітх y 


o) 一 (° 


41т 


= 1 - ` >) С. 1 одябтйй-олх , 


所 以 有 


at90。 


зир toe mn = Д2айт)о — 2. pt 


14m! T 
= 27 а — 1 y, 
зар | 49 (| < 2mx*(a — 1)°, 
又 由 于 . 
| tp. = » 1 = ñ ` = . 
ф ҳо) = e» (=) 0, 0= 0,1, :::,а— 2, 
MAH & зе 0 时 ， 
cao = вех 
= t ка (0—1) 2х 
C2rik) |, ое 
1 
= 
(«—1) —2лікх 
-元 ХУ geo) ee | 
(= --254 zx 
+ ea их 
< co) Ik. 
19518. 


定理 3. BE о > 1 及 P(x) SR EO ЯАЖ! 
(о</;<т, 1«21«2 15 ХИ ИЕ ЛД (11349 РЕ TA 

式 , 则 
sup зир | P| >C. (аж т. (17) 


feEx(c) * €G, 
ШЕ. E | 
| Кх) = C+ ¿(aye а t), (18) 
此 处 Ce) 215 1 Ёл, 则 适当 选取 сСа) 可 以 使 f6 Е С). 由 于 
| (E) - (L 32) о, O<; < m, 1<;<;, 


m 2 
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1 "MES 
2,00) с vo (35) 
= (€ +: cla) mt = C + c(aYn — 
EMEF. 
由 定理 2,3 =] IL, 2 s 稍 大 时 ,用 平均 格 圆 点 集 构 造 的 播 值 公 
式 的 误差 是 很 大 的 。 我 们 将 在 以 下 几 节 利用 格 点 点 集 来 构造 误差 
主 阶 与 * 无 关 的 精密 的 播 值 公式 ， 
53. 若干 引 理 
5181. 命 1 = (h, 0,1) AES || мам N 
i&& 1«N M. w 


1 ste(a, ЄУМЛ |, 12620, 


taren lll + ml лс(СоУМ |, M а> 1, 
W. ВЕТ >а 0, Mic 18, HEN А, Д 
1 3 \° 3N 
—do— «(3y3N 

240 Tomy ( 2 ) i 


因此 当 .s = 1 时 , 引 理 成 立 . 现在 假定 ын 1 及 引 理 对 于 s = 1, 


Ян Ёл: ын 可 知 至 少 存在 一 个 m 4 m, PE 2 i 其 


m, * "тз <N < 


ат 


1 
———— «У. Хун, 
тт + <N C + m) И "Са + my)" >= a» 
= 2 ИЕ 
此 处 2 m my <N CU, + m IU T тун» 


ñi < 
1<i<4+1 (3) 
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1) 假定 N «ЧАН, 则 由 归纳 法 假定 可 知 


< È ! 


тутуу, «g Cot m Tom cct mua)» 


< К1сба, 8 ЭМ аж ^ < k1cCa, EN (4) 


—= = = 
бе ЕРЭН ñ <N = (CE : Ja)? 


2) 假定 N > ten, gi 


23h < c, do, (5) 
此 处 
С == г 1 
'в< pu sem < СС + т): А "бе, + тун)” 
(6) 
与 


s= > È ——— 


h SN m SEN т, "ru +m) I0 EN ть) | 


he Ty 
(7) 


显然 
ox У) у) бт)" 
I akn N (т, : тъ) 
m < L- Tee йк < 
£Ca, «Хээ \ m; 
Ја 1+ 
8 ae АН”! | 
[Дк АРЕ 
< Се, ЄУМ s, _1 < ба, е) (8) 
BEC daa mi a, ` Tay 
由 归纳 法 假定 可 知 


б, < Ka, в £N У 一 ГАСА DUN (9) 


Q, uy хн < G: Чу 
3) d D, 2) 可 得 


x, < А160, ey NU 
на Qd * (10) 


由 于 诸 0 < ; < 十 1) 亦 适 合 上 面 的 估计 式 , 故 由 归纳 法 即 
得 引 理 .0 > 1 的 情况 可 以 类 似 地 来 证 明 ， 引 理 证 完 
引 理 2。 Бие XER >22 12а 0, М21,021, 


若 同 余 式 
(a, m) = > ать = О{то4 n) , (11) 
在 范围 
Їр < M, т=% 0 (12) 
中 无 解 , 则 
`” ic 
= e(gy or M^. й 
(а, пт) 0 (тод p} ml (13, 
Пт 10 - 
ЇЇ. НЕЯ 7.5.1 HB] l 
SUM 1 - 
— < cCe)y M^, 
(a, т) 00004 7) та ** n 
从 而 
24. < oet: 1 = 
(a,m)z=:0 mod s) [та |“ (а, m)z0tmod ») ш| i 


ilmi 39 


< сбє)' Оте М”, 
引 理 证 完 . 

引 理 3， {тл = р РЖ М = GLO + e) T 2) p^, 
则 存在 整 矢量 а = (1, о, е5, 7) 使 同 余 式 (11) 在 范围 (12) 中 
XAR. 

WE. БЭЭ M 2 1, 25 m > 0 X. [ml] < М, ИД 
ARA (11) 在 范围 1 m a m p 中 最 多 只 有 ;一 1 个 解 ( 见 引 理 
”4.3.1)。 改 辐 余 式 (117 在 范围 [m] < М, m >< 01 ао «оф 
之 总 解数 不 超过 

UNS a«G-p У’ Ш 


lm iM (а, m) 0tmod p) м [шо 1+ 
1<a<p 


< G DEC в) + БМ" < > 


因此 存在 整数 < 满足 1 < < p, НАХ (11) ЫС) 
解 , 引 理 证 完 ， 
$4. EXC) 的 函数 的 插值 公式 

本 节 常 假定 c > 1, 引入 记号 


Em 079-46 оо 


n 7 im] <N 


A = sup 
fe E%(C) 


5 
En mnm о 


7 к=] 2 / |mll <N 


А; == sup sup 
feEX(C) x€G; 


f 
定理 1， 假 定 N = [M <Š 1]; RARA (311) 在 (3.12) 中 无 
解 , 则 
A, < Colec(oye)M Km . (з) 
ME, H (2.4) 得 
Ai 委 Y, У, (4) 
此 处 
>и == sup C(m) — № > 165) “С? 
ТЄВ С) Hmll<N # R=1 п 
K 
У: = sp >, icm)’, (6) 
1€E*(C) limll>N 
由 引 理 3.5.1 可 知 | 
1 5 1-4 aid CE нь 1 5 x ca Re 
p k=1 п 2 k=1 
= 2 cD- У с(т+т), 
(asl—m)=0(modn) (аж) (mod n) 
| ccm = L 2 | 
k=1 


, 1 


< С 一 一 一 一 , 
Goods) |r + m||“ 
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由 于 
[и < 2'|miliir + mil, 


所 以 由 定理 7.5.1 553] 3.1 (живи м «M 得 


` , 1 : 
> <c `` ( zs) 
" n 22, ous le + m||“ 
— с? УУ 1 
limi <N баяд 200тоёл) [К + mll 


x 5y mi (EL ү 
(asr )E20 (moda) ЇЇ" ilm || l + m|| ú 
і 
сал” 0(тобя) Е |“ 
мл lr + mlle 


, 2 
< с!. slca) N” ( > m 


(ан (modo) [IE |° 


< C22% N° 


x 


< Cislc(a, EYNM ts 


= C1c(a, SYM NES най OD» 
X AI 
—1 1 m 一 2c 十 1 十 5 
>, < C: — = С? 
imll >м =" .mll>N jmjjts 
< «CNN ~- Ар = C2. (ву Ме + 
—3айа- =0 н, 
000 = CH * «(СУМ (8) 
故 由 (4),《7),《8) 即 得 定理 . 


X32. 假定 N — [M 971] , 若 同 余 式 (3.11) E (3.12) HE 
解 , 则 u 
A, < C + s!c(a,sXM Eu (9) 


WE. BAE 


A; < У, + >, (10) 
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此 处 


feEa(C) та <м ' 


=. 


与 
2 = sup >; [С(т) |. 


16ЕЯ9(С) limli»N 
类 似 于 (7) 与 (8) 可 得 
Dı SC + яс(а, в NIM ts 
alai) "m 


= C sten, УМН 


>,<c > _1 < C + c(gyN-o tt ` 
иатэх lmlle 
| а(а—1) +. 


и = С. с(вУМ  àacl 
由 (10),(13) 与 (14) 即 得 定理 ， 
HER 1 与 引 理 7.5.1 (JH $ 4.6 的 记号 ) 可 得 ; 


定理 3. їйї, P ka= (а, з, c), 则 得 


(1+1. 22:25) 
А, = C ° Ст 2171052 ai 

由 定理 1 与 引 理 3.3 得 
定理 4” 取 x = p, 则 存在 整 矢量 a( 一 a(p)) 使 


1 一 02a 一 DA+e 
A SC 513 с(а, ЄУр i 


TE 
27 


$5. ОСС) 的 函数 的 插值 公式 
引入 记号 


иба) = 


s= ар X dem - ВУ (a) | 
О kci 


(2) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(1) 
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А = sup | 
1е0 0) 1 


> (e) m ин 


7 /mii<N 


xmi. BENTL кн элу эло 
解 , 则 


(2) 


2. 


Asc. 813с(а, £ MTE (з) 
证 。 显 然 可 以 假定 s < ule), Rx 
[log;M | + 1, M a1, 
= —1+5 (4) 
leg; MN 2] +1, \1>2а>0, 
则 由 Minkowski 不 等 式 得 
A < >, + 5, + 5, (5) 
此 处 
Хуз sp (00-26 Ж (6) 
1€0*«c) nes. 1 
. < 2" (нь х- 8) 
zc oe roe: Ba (28) =) 
160%) ЦЭРЭГ п к=] imll <N 
С?) 
> = sup |: > (as) M „Сте ШО 
1еовёссу! P кер ` ? / їр < 


XL (e) у e=, 


TST Цагтч ” 
(8) 


1) Hi Minkowski 不 等 式 得 
5л < sup > leel, < C У” 2708-58-86 
Ж, 


Je9XC) n» T _ 
< С. с(а,в):2-@-=7 « C + c(a,eyM-"9*, (9) 
2) 显然 
>, < s, -Ho (10) 
此 处 
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>” > (ст) 


> {тї <N 


- L 5) (а) r шэн “|, 


# 


б; == sup 
ИНО 


(11) 


k=1 
及 
= sup | хү” У) Ст) етю (12) 
1692(C) HEST [т> 


HT 


k=i 


一 一 >, CU-+m) 


(a, 10 (тойо) 


及 
| < 2ml] + i + mil, 


所 以 由 定理 6.3.2 可 知 
| 


` m N d N V А 
орч sup > M У) c,Q + шуна | 
RRON ST imli <N (a,1)=0.modn) › 


< яр У) 53 > ЦОГТ 


1602) їтшїЇ <N “зүс (а ЕО тойн) 


< Сї. ау > ( уу 1 ү 


п (а, DEO (оой л) |! + т“ / 
Пан 
«C. clay N“ > M L 
jimi <N (а, ЕЕ 0 (moda) ЇЇ + m| 
иш Тм 


, 


(aO mean) | ЇЇ 
ИРИ Тм 


我 们 显然 可 以 假定 N < нен 7.5.1, 引 理 3.1,3.2 得 


БЭ? M  s1c(a, в ММ TIte, Mal1, 
С? . stela, ey Nó Momm ш 1 > a > 0, 


* 199 o 


由 Schwarz 不 等 式 得 
/ „ 1 
a< яр 2) (2, 1с) ) 


1€QXC) Їтй»М `z,<T 
` ” НА n Eta ` 
< sup > > 2-1», 21]С,(т)|? 
feQ9%(C) Imil2N r,<T гт 


=< с(в)' sup M >) 27 | C(m)|? 


ТЄОХС Мет Imll»N 


„Еу 
< (e) sp №, 2! loli, 


1€Q(C) i» log,N 


Hn СД 
<C (yy >) aUe 


talog, N 


< С? . c(a, &gyN-"**, 


所 以 由 (10) 可 知 
SL, С. s!šc(a, ey Mort, (13) 
= wp (5745 S p (№ pni (m х) 
DI R23 n > й ( п ) >. L 
< sp dí 2 1) 
t >T 16086) Пт <N 
«c» 27° шмн Y: 
> (5, на 75 ) 
< с. ela, вум 
< С. ele, gM ute, (14) 
82,090,010, CUORE RE, 
由 定理 1 与 引 理 7.5.1 HH $ 4.6 的 记号 ) 可 得 
EAL Вб: PTA, Жа- (а, * с), RI 
A< C : (8, a, eyn Ote (15) 
由 定理 1 与 引 理 3.3 可 得 | 
定理 3。 ил = р, 则 存在 整 矢量 a( 一 a(p)) 使 
АОС 513 с(а, вр" 9+. (16) 
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$6. Bernoulli 多 项 式 与 插 使 法 


本 节 仍 假定 a 二 1， 我 们 将 用 Bernoulli ZMR K EXCH 
ОЖ} 表 成 定 积 分 。 从 而 直接 由 数值 积分 的 结果 得 出 f 的 插值 多 


MARX, HTHH a 值 ,将 改进 5 4 的 结果 ， 


. ЭЖ]. ЖЄ ЕКС,)Х5-1,2), HI fifa € EICC C ea). 
ЇЕ, fp Сш) № fi = 1, 2) RJ F Fourier RÆK C (m) 为 


f == hb 的 Fourier ЖЖ, М 
fx» = 3, 5 C (m) C (kehrte х) 
n k - 


== >; (У Cin) Cim — n) | e? riim. x) 


= >: CCm) eiiam x), 


此 处 
C(m) = У) C,Gn)C Xm — n), 
HT | 
V$ -= — 1 _ 
n=== (B(m — п))* ES alm — r) 
+ > — 
inp» inl Gm — п))* 
« l + 1 
m" inis, rl di ES (m 一 22 
< 22 zi 1-2 «Саул, 
所 以 由 (2) 得 


СОЛС > Can) Cm — п) | 


SCC D ная: 


a) 


(2) 


«2014 


-ca (> санд 


= СС, ` «Gy Imi. 
JERES. оз 
5| 82. 假定 jene (€), ня; 次 连续 徽 商 ， "TI v = 
г. 5. | 
I 1 ; 
f(x) = | 2, f» Cy) py -х)4у» (3) 
此 处 
рд) = CE IT p) (а) 
其 中 В,(х) 为 次 Bernoulli юан 
Е. НҒ 


m 
[| 31 f? Gat — 26 
= | уау + АСА [обувь — зїй 


= (уду + CD [кө двд, (5) 

所 以 引 理 归结 为 证 明 (5) 式 之 右 端 等 于 xz),， M =. 
| гс + yyB,G)4y = Kz + 8.0 | — | IG + у)4у 
= G 一 | о, 

即 (5) 式 之 右 端 等 于 Ск). 现在 假定 > >> 2 及 命题 对 于 小 于 > 的 
整数 都 成 立 , 则 由 引 理 6.5.1 可 知 、 

B,C1) — В,(0), B,(y) = vB aly) 
所 以 由 分 部 积分 得 

110) | 1° х + у)В,(у)4у 


v! 


RET Unis + ву) | | 


«202, 


一 | fex + MALE 


= Cup? 3! fr + у)В,_.(у)4у 


! 


- о — io. 
故 由 归纳 法 员 得 引 理 ， 
引 理 3。 假定 Kx)e EC), Hifi YES db Я Ох)? 
(0 < n. sio, n S r), M| p = 1, 7 时 有 


1 : 
Кю = | X Кун DeG-sr. (6 
5 tss =0 4-1 


2 GE. 2M 5 1 时, 引 理 3 8051 2, WERE $ > 2 及 引 理 对 
于 小 于 * 的 整数 都 成 立 ， 易 知 1e ERGCC , c(e)), 故 由 归纳 法 可 
知 ， Мара 1, 6,7 ЭМ 


1 
Кю = | PC 
fe opere 


х П PP у» — х, уг "у, 


由 引 理 2 = Al | 
fs сә yo xm 


1 
1 
НЭРЛЭ 
т;=0 


代 人 上 式 即 得 (6) 式 ， 故 由 归纳 法 即 得 引 理 . 
引信 记号 

А == sup sup 
J€E*(C) x€G, 


=i | (7) 


定理 1， 假定 ac > 3， 若 辣 余 式 (3.11) 在 (3.12) 中 无 解 , 则 
A < C : ela, ey M r+: , | (8) 


1 
n k=1 Tonsr,-0 2 
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i +1 
此 处 7 = min (r, e — r), 其 中 "一 | 2 | 
iE. IN e > 3, 所 以 


а 一 7 之 0 一 


atl a—l.| (9) 
| | 3 13 
ЕЕ 1e ЕСС), W 


Кх)" ное) == (эх ynttey х \П nv) С(па)е бэх), 


peno <D Вт — 
|(П ну) eem] «сон Ц ч” 
| < cmi", 
йй oye =s e RCC акб — r > 1), MARSIE 3 8 
(= > | menos] өң; зая. (10) 


tor = 0 
命 ск 为 В,((х)) 的 Fourier 系数 ， 则 当 узи — 2 时 ， 由 В; Осо) 
= BWC1)( 见 引 理 6.5.2), MAH kæ 0 时 


— 


acl 
Carik) 
1 
=} 
НОТНЫ 
即 Bfzj)e ECC) ЖЕ x TRI 


П giCy; — x) 


Bír-92(x) e r^s | t 
0 


|, ВІ (к) е7" 


ч а Т scs = spé sec, 
故 由 引 理 1 可 知 


ч 
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Ку)" n IT pily: — х) € EICC + ele), 
i=l 
因此 由 (10) 及 定理 7.5.1 可 知 (8) 式 成 立 ， 定 理 证 完 ， 
HUS = 26 (2,3,5) N r= Z, ВД т Go 


因此 定理 1 比 定理 4.1 54.2 强 些 . 

在 定理 1 的 假定 下 ， 由 定理 1 与 引 理 7.5.1 OH $ 4.6 的 记号 7 
可 得 

定理 2， 假定 ;一 一, Ra = Ce, oi eO W 


АС. cR, а, кўп EU (11) 
由 定理 1 与 引 理 3.3 可 得 
EHI n= р, 则 存在 整 矢量 a(=a(p)) 使 
Д< С. с(а, Урт", (12) 


$7. 插值 公式 的 下 界 估计 


8181. BÈ EARNE И m 0,1, ›--) 29 £ 的 渐 近 分 
数 , 则 


|2- g| < (1) 
ЕН B 88(1188:1-38, 
定理 1。 命 # 为 整数 I2, WATEKE n > N > 1 之 整 
ЖОМ КЕННИ a WA 
1, (е) У) „Се! 2—)—} 


8 k=1 ^ Па <N 


didi 


A= sup 
EHC) 


сє 
> 3. (2987 (2) 

证 .我 们 显然 可 以 假定 N > 1, 否则 取 Кх) = C, 则 得 А> 

C, 定理 即 成 立 . 又 显然 可 以 假定 《ai 5 %» n) =1, 从 而 不 妨 


Ж а = -1, P жт = t ҮК ЕЛЖ, OE N Е 
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1 = <: < q, < N < qaa mom gq, < n, (3) 


К = a, — пру, (4) 
ЯН 5| 1 8151 
[K| < — <“. (5) 


Aei(K y x.) 2: Кху+х,) 

е 177 е 1172 

( 十 二 一 —. 
K* K* 


214Мх, —2л{Мх\ү 
++. ге \, (6) 


A > | У) CO + msl + ms 0,5, 0) 


m m. <N ' Hz (m odn) 
С? - 
——— N^? 之 (C(K.+ mi, q; + m, 
16(2л PI й i 
0,:-:, 0) + CC—K + ms —qk + m0,. 0)F 
2 
4 —C N- > С(К,1,0,/3-,0У4С(-К, 
8(2х)* 
—1,0„ 4. 0) + — C N= 
> Vs 5 TES 
С? —2а A720 --20 С? -a 
mo Ne + NT) ә Cn 
8(22)** ( 4(2x)* 
定理 证 完 ， 
定理 2， dp 二 为 整数 > 2,5-1 НА бХ Ф, CCo 


kx n) КЕКЕ a EUR 
一 n 5 
sup sup > (2 Ae), Kx) |? a | яс» 


ЛЕНУ(С) x€G, k= 
证 明定 理 2 之 前 先 证明 下 面 的 引 理 。 
5112. IHR 

qm + ап; = Ü(mod п) 


(8) 


有 解 满足 
Inl «Ул», Iml ул, (в, я) = (0,0). ©) 
iF. BT 
(A a] + (IV n] + 1) > n, 
所 以 当 хү хз 0, +++, [A #] 时 , 数 对 Go а) 的 个 数 多 于 n 9 
此 有 不 同 的 数 对 Qi, x0 Б Q1 好) 适合 于 
шух! + dux) = лү 十 пух (mod n). 
Bm = — av БЫ = x xd s Й n, n, ЭЕ (8) 530). 引 
WEZ. 
定理 2 的 证 明 ， 由 引 理 2, е, л, EG), (9) B ЛЭН ES 


т Эс 0， 则 对 于 任何 整数 处 此 有 
ank = — amk (mod п), (10) 
RHO RB | й | 
_ ет ах, — ет, 
1082) С КЕРҮҮ E (11) 
此 处 М = max Chl s 9,1), РЧ k= 1, n FE 1033 
2218,8К —2nia,n,k 
а е "7 — * = 1 
1 7 ) с 2023)“ 0. ( 2) 


Rar == 0, х= га-г, 则 由 (11) 得 
2|”,| 


ом бы (13 
10 лур o) GN Gat О? 
由 (12),《13) 即 得 定理 ， 
жоон 
$2. 定理 3 № Коробов, Н. M. [7], 
$3. 引 理 1 MET [1]. 


$ 4. 形 为 定理 1 的 插值 公式 最 早 是 Рябенький, B. С.Ч 与 
Смоляк, С. A.U 提出 的 。 他 们 的 公式 是 就 mod p 的 极 值 系数 而 


言 的 ,误差 的 主 阶 为 O(P 2 5" )， 定 理 4 是 他 们 结果 的 改进 ( 见 
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王 元 [1,2]). 
$5. 定理 1 见 华罗庚 与 王 元 [6, 7]. 
$6. 定理 1 № Коробов, IL М. (6, 7]. 


$7. 定理 1 见 华罗庚 与 王 元 [7]， 定 理 2 М, Коробов, Н. M. 
[7]. 


第 十 w 
积分 方程 与 微分 方程 的 近似 解法 


$ 1. 若干 引 理 


5138 1. Ж У) У gixxi Са; = cj) 为 半 定 正二 次 型 ， 则 


i-i 1-1 


0 х det (е) = П [77m a) 
ш. 用 三 角 方 阵 
1 0 
Ад 1 
A инээ 
ёл Ал cc 1 
将 Coi) 化 为 对 角形 


Са, 一 ACY iô аж, 11, j; < +, 
此 处 y > а <: < (参看 华罗庚 [1], 第 十 四 章 ), 所 以 


det Сан) ний d Үнэ (2) 


-У > "EN = y; + 之 Az = Yi. (3) 


1851 


HOD, GOBIS 5| р, 
由 引 理 1 易 得 出 Hadamard KER. 
51382. pg, (li, px 为 实数 ， 则 


да (8,01 < П (> n). o 
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WE. 命 
+ 


У (Зв) = X D (Do) 


kal #= =} jF 
"mi 
== У 3p 
і=1ј=1 . . 
则 得 
det Се) = (det (D), 1< r, < s, (5) 
s = Уй 150155, |. C6) 


故 由 引 理工 即 得 引 理 2, 
883. (pud <, <) 为 任意 实数 及 4 = деа)» 

ЖЖ 0 < < + K. 

, -f tau, Шїэ), 16196, 

С мы» 其 它 情形 . | 
又 命 4,00 表示 在 条 件 |oz| < ZF, ТА СЮ 的 确 上 界 , 此 处 
Y 为 常数 , 则 存在 常数 ri үх 使 

AG—D«T-, AG) m. 0) 


iE. 将 4,00 表 为 两 个 行列 式 之 和 ,第 一 个 行列 式 的 第 一 行为 

(1, 0, 75, 0)， 第 二 个 行列 式 的 第 一 行为 (was биз ttt, an). 这 
两 个 行列 式 的 其 余 元 素 皆 与 4.(%) 相同 , 则 得 

A) «А,4-1)-464-41) 
жк2 2, MRF 4 — 1) 5 4G 一 1) 表 用 上 面 的 不 等 式 ， 
B 

AK) < А.к 2) + A 2) 

o4 — 2) + A.G — 2). 
将 这 一 手续 继续 不 一 工 次 , 则 得 
AR) < 4,400) + СїА,-ын (0) 十 … + 40), 

ЗЕЯ А = — 1, 则 得 
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AG — 1) < У) caa), 
u=1 НТ 
由 于 lai] = T. 所 以 由 引 理 2 515... 


A,C0) х у? (=) , 
. N £ . 


从 而 | 
ав-о« сы (7 c) < <> от = 2 
又 由 引 理 2 可 得 


14,62] < CC H aul? ont + dnd аа Жэн 


teas» (o T) + G pa 


2 rs 
-(1432:52У < SUL, 


引 理 证 完 ， 

为 简单 计 , 我 们 用 大 写 拉丁 字母 表示 + ARE. 

8|384. [Æ F(Q, t, 0,) E€ HZCC) Ca > 0), HARM, 
(1 <k< л) 使 求 积 公式 | 


NEIN EET 


i M5 FOM Mj + О(в(л)) (8) 


Lern 
对 于 ”一 1 成 立 , 此 处 (о) = о(1) (Ш zn — оо), 5 “o” AR 
的 常数 仅 依赖 于 C, a, *,*， 则 这 一 公式 对 于 r > 工 亦 成 立 . 

ШЕ. 用 归纳 法 ， 由 引 悍 的 假定 已 知 引 理 对 于 ” = 1 成 立 , 现 在 
假定 + > 2 及 (8) 对 于 小 于 7 的 整数 成 立 。 由 于 固定 9,, FCO, 
02€ НС), MEE Qi, tts ОР, ЕСО, +++, О,) 
ЄН СС), 所 以 | 


NECEM 


= А 49, | F(Qi, ++, 095, 040i "dQ 


1. Е(Мь, 7s Maus 0249, + О(е(а)) 


п Коа |. 


=} У) F(Mk, tts Ma) + O(e(n)). 
LI R =l 


故 由 另 纳 法 即 得 引 理 ， 
$2. 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 的 渐 近 解法 
本 节 将 研究 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 
Ф(Р) = 1| КО, 0)(0)40 + КР) а) 


的 渐 近 解法 问题 ;此 处 f € НСС) K K € НС C) 为 预先 给 的 函数 ， 
命 


ЮУ) = 1 + у) v «( 
в=1 v! Gos 
表示 方程 (1) 的 Fredholm Ë , ЖЕ 


Р, °, Р, | 
= d: ñ ) < F ; < . 
(o. ..., o.) 44 CKCP;, 90». 1 1 ; <> (3) 


Р, ttt, Р, 
) dh. ар, (2) 
Р, e P, ` 


又 命 
AQ) = dela — А к(м„ мә), 1654,968я, (4 


D(a) >< 0, (5) 
定理 1。 假定 点 集 M < дл) Ж АХ 
sup 


| |, F(P)dP 一 LM кмо|« С: с(а, s)e(n) (6) 
НИС) 


成 立 , 此 处 ela) = 0(1) (4 n — оо), 又 假定 PCM (<< 
п) 表示 线性 方程 组 


ф(му-4- У KCM M OPM O + КМ0), 1<ј<а (7) 
Цагт! 
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的 解 , 则 方程 (1) 的 解 可 以 写 为 
PCP) = fp) + + У) КФ, MOGCMA) + О(е(л)), (8) 


此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 1, 天 5]. 
证 明定 理 1 之 前 , 先 证 明 下 列 诸 引 理 ， 
53181. Ф 


DW -1+ 3E ке UU Р) вав, G) 
ДЕ > 充分 大 时 有 


124) — D(4) <5 (10) 
证 .由 引 理 1.2 可 知 
Bo, Р, 5 , 
Ha ..., p)| < es, 
取 r 充分 大 满足 
Банн аны (11) 
则 | | 
ID) 一 РКА) = > CCD» f. Kí m >) 
ХАР, - dP, <> < Kaley? 
r+ v! 


由 于 r! > re 54 y > + + 189 


"Kal + 1) pe (21+ iy 
G*-DKlemi У 


«ey < Lei, 
Vr+i2 ~ 2 e 


所 以 


- (суз лу si 
‚ровер < HIP уі 
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< 2601010751 
< 


(r + D 27 
引 理 证 完 . 
引 理 2, 存在 常数 20 = то (4, К, р, 使 当 n > п, [Б] в 
IA] > — 1002). со?) 
iE. & | 


AQ) n1 + СО > 1. > K( е, Ма), 


п” Куу М» .. М. 


(1з) 
Een > r, 则 如 引 理 1 的 证 明 可 得 
|А@) — A0) < | X сс” I CD e 
n Муу МА, (|| c»? 1 
х PRIN] « joues — < 09 


下 面 估 计 D,《%) — AC. ШИ ГЖ SÑ 
. Р, t, PA 
| к( " ) 2P,: --2P, 


а Mas c, My 


мз и") жое) a» 
Коку ka `» ky 


Р, ..., Р, 
"criar APAKON, K(j” U y) 
€ HaC” со, а, ғ)), 所 以 由 引 悍 14 502 (15) 式 对 于 任何 自 
dic» Ver, Bolt ， | 

_у\ (— 12 ( „б PA es 
paya Q= 3 CDU (p кь? . D) АР, 


1 Хэ „(Мю т My | 
om DX e. Ma ))- OCeCa)). 
此 处 与 “o” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 А, К, f, 即 存 在 常数 fly = ял (3, 
K, р (Èr), ла 


.214- 


ID,a) — AGI < - 6 


ВНЖ, jM s > n h, 由 (10), (11), (14), 
(16518 
IDa) — A)| < IDO) — DOS] ' 
+ t 1P — ACD] + 14,64) — АС)! 


<><> ILLE 


因此 
Адэ > |D(2)| — 100) — AQ] > DO). 
引 理 证 完 . 
81283. 方程 (1) 的 解 (P) € HCC, К, })). 
Е. H | 
eQ —f(P) - | КО, 0290040, 
得 


ӨС) — KP)*7"| < sp | КФ, 079] alf. leCo)lzg 


= cQ, К, Р), 
因此 CP) — SCP) € HCC, К, D). Mi 
PCP) = КР) + (609) — CP) Не K, f). 
引 理 证 完 ， | 
定理 工 的 证 明 ， 由 引 十 з 可 知 , 28 РЕД, КЇР, 0200) 

€ НЬ, K, f)), 所 以 

е0) = 4 2” кР, моим» + КР + 000, (17) 
Aim 


ФМ; T = — ЭЭ KOL, M CM + OL) + 006089), 


1<)<л (18) 


* 215 ° 


Соз дневна 
„= Enc bs 1&jsn, 


此 处 5 
2) = "mm — (М), 
ак = 二 K(Mj, М»), 
b; = OCeCn)). 

8 AQ) 为 将 AQ КЕ КЎ 

(ЕЁ ком, м » * ‚1 — LK, Mj, 
ши 2 K(M,, и 
вх 


(A, ey ba) 
而 得 来 的 行列 式 , 则 得 
— А 
AQ 
aai 2 uA n KIANA 


Jaa) > — > 2 > 0, 


СЕГЕ z; = 1 < j =< n. 


: | K(M;, м, < lc. 
n 2 
所 以 由 引 理 1.3 得 Р 
[A] < 15,В4| + > AA 
1<k<n 
- tf 


< || -+ T lór] = О(е(п)), 
ЖАК Be% b, 在 м ОНТ, 因此 由 (23) 得 
i= О(е(п)), 1 < 7 < ”, 


.216, 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


代入 C17) 即 得 定理 . 
特别 取 M CL < k < n) 为 第 四 章 所 引入 的 各 种 点 集 , 即 得 到 
种 种 具体 的 关于 ФСР) 的 近似 逼近 公式 ， 
$3. 第 二 类 Volterra 型 积分 方程 的 渐 近 解法 
本 市 将 研究 第 二 类 Volterra 型 积分 方程 
9G) = | KG, ебу + fx) а) 


的 渐 近 解法 问题 , 此 处 f € HXCC) № KG, y) € НКС) 为 已 知 函 


引入 记号 
uo) = : (2) 
222000 - MA 1 > > 0 
kp = l = G . 
(а) | 
«cloth 7 (3) 
- o= |, ) bue... (4) 
log;jlog;3p 
K 
- Юн ~—2xi(m m yat pma? yk 
Be G= У) с Жо 700 


ü 


mcm 


4 
ЫГ А 
... 


х |, | ут cifre mura, “+4х„, (5) 
Ep p KRKK. : 
定理 1。 存在 整数 Calp), 使 方程 C1) 的 解 可 以 表示 为 
_ 1 < < А кү. [А a 
+15, > (а |. 0 ха)... 
eG) = (9). EK ›к( , tk (+. 4) 
E a M 8 a" " ЭД mulat E - 
«(f : » A) + орен), — (e) 
此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 依 赖 二 大 ，/，s， 
证 ， 习 知 方程 (1 的 解 p(x) 可 以 表 为 Neumann ЖЖ 
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0 = +1 6,09, 0) 


此 处 
(8) 


e m e maa 
070 0 


其 中 
R, = R,(x, zz) 
. 一 K(x, х)К(х, xc KG, ху) Кхь). (9) 
AI R,€ Hz,,(2(0*06*D (rH, 因此 
5 |" ... [^ dx: 05, 
0 0 


0 ~ 


lp (x)| < 2+0 сен | 
POHOD GrH 


5 
v! 


从 而 
ы ы (DG ть о 
> eQ|« >> 2777707 e CL" 
v=0+1 v! О! 


| > 
< «CK, f; ЭГ ote 


(10) 


命 
5, ын 5,(х, Xis 773 x,) 
Р 0—2 »-1 
Ese Ч s 


—2xi(m tm atm а? lyk 
ын ini(mr,tebmyx,) 
5 


ею у, : | 
х Ї Р ) >, 
(11) 
则 由 定理 9.5.3 可 知 存在 整数 «(=а(р)) 使 
|А, —- 8. , < C"*'c(a, gyrtiy! 1 "яам? 


因此 
ПО 


4 БУУРЧ 
< | | '|R,— 5, | dr гах, 
0 0 
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«(| ee pa га: уі, = sole : 


< Chela, еур", 10, (2) 
由 (7),《10),(12) 即 得 定理 ， 
$4. Fredholm 方程 的 特征 值 与 特征 函数 问题 
эщ f(x) = 0 时 ,第 二 类 Fredholm 方程 
eG) = a | К(х, 09904» а) 


称 为 齐 次 的 ， 若 有 2 使 方程 (1) 有 非 零 解 P(x), 则 4 WARK, 
y) 的 特征 值 , 而 函数 p (z) 称 为 4 所 对 应 的 K(x, у) 的 特征 函数 . 
5 所 对 应 的 在 复数 域 上 最 大 的 线性 独立 的 特征 函数 个 数 称 为 2 的 
аж. 
我 们 常 假定 Kle, y) € HC) 且 为 非 零 实 函数 . 本 节 将 研究 
最 小 特征 值 与 其 对 应 之 特征 函数 的 近似 各 近 问 题 . 为 此 先 征 引 一 
些 积 分 方程 方面 熟知 的 结果 (参看 Владимиров, B. C. [1]). 
31281. BREK, у) = K(y, х), 则 方程 a) 必 有 特征 值 ， 
特征 值 又 不 超过 可 数 无 穷 多 个 ， 此 位 于 实 轴 上 ， 不 具有 有 限 极限 
点 , 且 每 一 特征 值 的 重 数 都 是 有 限 的 . 
将 特征 值 按 其 绝对 值 的 大 小 排列 为 
lA] < |1! <... (2) 
CH à 之 重 数 为 《， 则 在 (2) 中 重复 出 现下 UO. 其 对 应 之 特征 函数 
亦 分 别 记 为 
Pis Quy cj (3) 
СЕЛИН lel, = 1,;=1,2,...). 
51382. 假定 Kle, у) = KO, х), Нм (х, y) € G, 时 ， 
К(х, уу» 0, ША 为 正 与 单 的 ， 县 qu) > KEA EG), 
由 引 理 1, 引 理 2 可 知 ,在 引 理 2 的 假定 下 有 


0<4< (||... (9 
假定 fe НС) 为 任意 适合 于 
ПА = 1 (5) 
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之 非 负 实 函数 ( 例 如 取 f(x) = 1 即 可 ), 则 由 Schwarz 不 等 式 得 


тэл" NOUO «1. 


id 
| R dx 
Ф, = <: 5 = 1, 
@ ER 
K 
А, = [к ho 282, 
Pam 
此 处 
R, = Rx, x, t n) | 
一 К(х, хү) Ку, х)? й Kr, x), 
则 得 нэ 
5| 3. 在 引 理 2 与 上 述 假定 下 ,有 下 列 估计 
<a, <l. hí h зээ? 
сі 2 Pl 
5 
м1 = 1 / À. : 
1Ф,- ellz, < — (тт) » 521, 
引入 记号 
В* = R*(x) = 1 > к, (=, аб, шим “) 
a ҮТҮ n n 
与 | 
g = (1 SAR (а... «Хүү 
R. = R. : 
( 2, 1 n п )) 
则 得 
定理 1。 假定 同 余 式 
| У) ami = 0 (mod n) 
在 范围 
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(6) 


б) 


(9) 
(10) 


(11) 
(12) 


(13) 


(14) 


т та < М, Cm, шим m) >= (0, шим 0) (15) 


2 — / 2;—2 
| |= — 1 | < 1 e . AA) + (К, Ь g)M ets, 
2 


В, €i 
822 (16) 
5 | 
| RIEGO VIZA Ay 
| Ё, — eo) ї = €, (11) 
+ 4(К.|, DM, d (17) 
证 , 2151 - 


В, Е На (2+6 est), ВЕ Hep (2Xe*06*D CHED (18) 
因此 由 定理 7.5.1 BJ l | 
ЇЕ, 一 R] < «СК, f, 82M 775, 
从 而 
HR 一 Kl < (К, J, кум”, (19) 
由 假定 可 知 ||, = СК, D > 0， 所 以 不 妨 假 定 К, = «СК, 1) 
> 0, 因此 
| 和 -a| = 1.18. — R. ЇЕ. 
К, 


ГАГА 
< ЦЕЛЬ) + СА, — 8421 
«CK, р | 
х cCK, fs EM 7***, (20) 
故 由 引 理 3 K 
Ra 一 一 pa — A — 
H h | = | Ñ. А, + | A. А! 
即 得 (16) 式 . 
由 定理 7.5.1 nf Ag 
вон «ан nnm 
< (K, f, s)M "5, (21) 


从 而 由 Minkowski 不 等 式 得 


.2214 


| 
' Ë 


` = ¿(K, pig (|. Rdx 一 к?) + RIR.— TEN 


||, S eS DIR. | ких 一 IR В, 


< ск, pag. Rx 一 ВУ) 
+ ВЕСЕ, — FR LOI < ‹(К,}, e)M t, 
(22) 


故 由 引 理 3 及 
Е Rš 


一 27 + 19, 一 Ф112, 


Цар 


< 


m ES 
ED Ё, 


авал, “定理 证 完 B 
用 其 它 类 型 的 求 积 公式 ， 亦 可 以 得 到 相应 的 与 p, 的 逼近 
4X. 
$5. 抛物 型 方程 的 Cauchy 问题 
太 节 将 讨论 抛物 型 方程 


Ou 
8t (55 rtt 55) Е 
ОТ, --00 < x, < co(1 < > < s) (1) 
的 近似 解法 问题 ， 假 定 初 值 条 件 为 
4(0, x) = f(x) € ЕС), (2) 
其 中 c > 1, 
EHL FARR 
(а, m) = > агт, = 0(mod л) (3) 
在 范围 
а] <M, m=0 (4) 
中 无 解 , 则 
27: ‘в. m)k 
ahe- D (L y (Ps) mt 


° 222. 


ш8(8::3.46 


х e rom metas (mx | < C ° c(a, 5, eM 24-1 


此 处 N = [MET], 


(5) 


证 .全 | 
ult, x) == эса, те, (6) 
则 
d 2д у ln(m,x) n Ou _ (2 o + FN y 
> CU, me д! .Ox Әх? 


= 一 CC аа) х (т, те? 287, 
比较 imo 的 系数 得 


< C(t, m) = —42(m, m)C(z, m), 
£ 


[cC m? 
J C( m) 


C(t, m) = cec ir m mx 
э . 


= -—4g (10, m) (a, 


由 于 
C(8, m) = Са), 


(7) 


(8) 


(9) 


此 处 С(т) 为 Кж) 的 Fourier ЖЖ, 所 以 代入 (8) 式 得 e= ССт), 


2 
СО, m) = CCm)e7 imm, 
因此 | 


ut, x) = У С(т)е ^ mmi tiim d 


(10) 


(11) 


(12) 


БИШ 
Ра inia. ааа тк 
sup | аб», x)= >) G У (2 1е шин 
xt6, 1 n gi n / 
х pu t2xi(m, »| < < У, + У, 
此 处 


ттт” 
Уу sp У) СОНГОН шин 


FEEC) imll <N k=1 


$: == sup ` 


I EECC) га р УУ 


故 由 定理 9.4.2 的 证 明 即 得 定理 . 
$6. 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 


本 节 将 研究 椭圆 型 方程 
92 а? 2 
(tras) s= ч) 


的 近似 解法 问题 ， 假定 1e ЕСС) (а > 1), 而且 关 于 每 一 变数 都 
是 奇 函 数 , 求 出 满足 (1), 而 且 在 С. 边界 上 取 值 0 的 解 “的 浙 近 表 


KA. 
引入 记号 
g(x) = >; В(т) С) е? m», (2) 
此 处 Com) ЖЕН Fourier ЖЖ, Mi Pm) 适合 于 
| B(m)| < Tm ar (3) 
其 中 中 为 满足 
“фкФСох1 (4) 
的 常数 。 又 定义 
Ка.) = 01) 
| r(a, о) 2a —1 . (5) 
X381. (85222, 若 同 余 式 (5.3) 在 范围 (5. D 中 无 解 ， 
则 
p u(x) — X 164 =) ноо 
< C cle, s, БУМ "(e Эн, (6) 
此 处 
А 2 i эн (т, х- E) ; 
тк) = hm mn (m, m) ‚ 1<4<% ©) 
其 中 


De N = [Mi], 
811. Цоо 00(1 <; =< +), W 
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1 ... Р 
(аа Иа, (8) 


证 明 见 华罗庚 [1], 第 二 十 章 . 
引 理 2. 若 同 余 式 (5.3) 在 (5.4) 中 无 解 , 则 


E= sp | e0 У (Аас. 
< C ela, 0,5, EM te. C9) 
此 处 
Xx) 一 > Вт) 07 iacu (10) 
m! <N 
ШЕ. шоо), | 
6 < >, + У, (11) 
此 处 
xo X Is) |c- L >) (Ray те, 
lim i <N H R=1 п / 
5 
>= >, |B(m)||C(m)|. (13) 
lmllzN 
E 


| ctm - L 1) 


1 
(Dod | + mlj* 


СЖ 5 9.4), шог 
Хус 2, > —1 PH —1 _ 


Hog,N]) ^ 


«cC > (27*1N)7» >) У’ 1 
k=0 


1 || <2—Ам (a,D=0(modn) ! + m||“ 


4225» 


[llog,™ | 


-47 1 
LCD DI me У) 
k=0 


(a,1)=0(modn) [L^ 


Л 
су 


< C + ela, s, E) NEMT У) 274—9. 


к=0 
< C - c(a, 0, s, s)M eos (14) 
取 8 二 a 一 1, 则 
Xx,«c У|--1--«Сс 


натэх |на 


1 


D miri fa 


< CN D E = C- eG, МГУ te (15) 


由 (11),《14),(15) 即 得 引 理 ， 
定理 1 的 证 明 . 定义 


g(x) = 21В(т)С( ш)с "х, (16) 
此 处 CCm) 为 了 的 Fourier 系数 及 
0, 当 m = 0), ` 
B(m)—4. 1 当 m == 0, (17) 


{ 4я а, т)” 
下 面 证 明 gCx) 为 方程 (17 ИЖ. Т fO) ЕЕ АТА 
数 ,所 以 


С(0) 一 0 (18) 
与 
CCm, бс, Mps 177, m.) 一 — С(т, ttt, 7711.» 777 т.), 
] <> < š, (19) 
由 (17),《18) 可 知 
o 9? — x giri) шш 
(eese уу) = meom Кх), QD 
又 由 (19) 得 


я, дд ДУУ 69) 
£ 1» э »? 27; 442 (тп, т) 


2 giri тк тул, 


2 d = С(т) erilm, x) 一 — р(х), 


4x (т, m) 
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即 得 


&(х)| „== 0, 1 <» <s, (21) 
因此 g(x) 为 方程 (1) 的 解 , 且 在 G, 的 边界 上 取代 0, 换 言 之 
| u(x) = g(x). (22) 


Ч m х 0 时 ,由 引 理 1 可知 : 
(m, m) 254 ӨГ, 
所 以 由 (17) 得 
|B(m)| <— —. (23) 
425 на|” 


故 由 引 悍 2 即 得 定理 . 


$7. 几 点 注 记 


1, 当 第 二 类 Fredholm 型 让 分 方程 中 的 K(P,0) € B, № f€ B, 
时 ， 我 们 仍 可 用 $ 2 的 方法 ， 将 积分 方程 化 为 线性 代数 方程 组 求 
№. 

2.53 的 方法 还 可 以 用 来 处 理 更 一 般 的 积分 方程 


1 ELT Z e+1 
тб sx) = | | | ttt o KCnu, cy xu, As 


Utt Yse ns oin, У Уут л dy, + f(x1, з, х1) 
的 近似 解法 问题 ， 此 处 $ > 0, 721, {Е НСС) K K€ Н+ 
(с). XXE fE Bui, КЕ Bao 时 , 亦 可 以 处 理 ， 

3. А 充分 小 时 , 我 们 亦 可 以 用 $ 3 的 方法 处 理 第 二 类 Fred. 
holm 型 积分 方程 的 近似 解法 问题 . 

4. 用 $3 的 方法 还 可 以 处 理 更 一 般 的 线性 抛物 型 方程 

— 一 (> 53) iG, ж) + 22 a x) бск) 

+ aC, x)uC, x) + К, x), 
OSST, —o < x; -«o(lxix:) 

的 近似 解法 问题 ,此 处 (0, x) = 0, а, a, f ERF НСС), 

我 们 首先 将 微分 方程 的 解 表 为 第 二 类 Volterra. 型 积分 方程 的 
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解 的 形式 ， 然 后 用 迭代 法 将 积分 方程 的 解 表 为 Neumann 级 数 形 
式 , 再 用 $3 的 方法 即 能 将 解 表 为 有 限 和 形式 . 
5.§4 的 方法 可 以 用 来 处 理 高 维 的 第 二 类 齐 次 Fredholm 型 积 
分 方程 
ФСР) =, |. КСР, 0)ф(0)40 


的 特征 值 与 特征 函数 问题 , 此 处 КСР, 0) € НСС) 84 Bs. 


注 HR 

р BL Коробов, Н. M. (3, 7], Шарыгин, И. Ф. l1], Е 
元 12], 华 罗 庚 与 主 元 [3, 6, 71. | 

" №, Шахов, IO. H. [1, 3], ERE 1 Шахов, IO. Н. 
结 灯 的 改进 (见于 元 11, 21, 华罗庚 与 王 元 13, 6, 71). 

$4. 参看 Шахов, IO. H. [2], 

$6. 见 Коробов, Н. M. (71, Е 1 3) Коробов, Н. M. 
结果 的 改进 (见于 元 13, 4]). 

$7. 参看 Коробов, Н. M. [7], 华罗庚 与 王 元 [3 6, 71, 
Hlawka, Е. (4, 5], Рябенький, B. C. [2], Ёл, 4RR 5 # 
5) [1], Стоянцев, B. T. ‚ I &III. 
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ИЖ 格 点 点 集 表 


iü h, m Jj s Ф, п DUE SERE, W (n, h) 19 W Gn, В) 
НЭЭХ. $ 8.1. Af] d: Ch, m) == 0Cmod 已 在 范围 Їт| < M iH 
AGE, M M LLIN осв, В). 

Mp s—2045 8 sa a SS RUE 


Та Fal 2 5 
тоа ыы 


ШАБ F, № Fibonacci 8, ШИ £ F 
F= 0, F, =1, Enma = Ё, + F,- md 
之 整数 贯 , 列 成 表 1. 
23,272 时 ,用 第 八 章 介绍 的 方法 列 成 表 (2) 一 (12). 
在 表 (11) 中 , 当 $ = 12,13 时 , ”所 对 应 的 h(x), 应 分 别 去 掉 
ЛЕ hs, hu 与 h4， 为 了 避免 混淆 , 我 们 以 W G. n, h) Xon s E 
的 ” ,h 所 对 应 的 WC, h). RODAN. 


(1) (2= 2, h = 1, h, = Faas n= F,,)* 


n : 13 89 


21 34 55 
Wi(n,h) |1.7586x10-!|2.0909 x 10-1|8.9745 x 107? 3.81485 10-7 |1.6033 X 10-* 


n 144 
Wi(n,h) |6.6851х10-°? 


[4 


7.7127 X 107513. 1200 10- 1.2581 10-15 .0595 х 10-5 


233 377 610 987 


4.6619 х 10-* [1.8900 х 10-* 


2.7673 107?|1. 1388 Х 10-3 


2.0293 x 10- 


75,025 


3.2376 X 1077 1.28199 1077 | 5.127 x 107? 


8.1206 x 107 
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(2) (в = 3, №, = 1) 


п hi h; pln, h) ПАСА 9! и’ (т, В) 
21 3 8 3 2.3320 1.1700х 1071 
35 11 16 5 1.1074 2.1437 x107? 
66 10 24 8 3.9332x10-! | 2.8304Х10-> 
86 30 40 10 2.6836 x 107 1.3069 х 10- 
135 29 42 13 1.4577 x 107 3.4114x L07* 
183 26 64 20 8.5667 x 107? 1.0860 x 10-* 
266 27 69 2; 5.0586x107* | 3.5702х 107 
418 90 130 40 2.1688x10-? | 6.3870x10-5 
397 63 169 55 1.300710-5 | 2.0000х10-9 
828 285 358 72 7.7157 xX10-* | 7.1265x107 
1,016 140 237 86 3.2751x10- | 2.9203x107 
1,220 319 510 108 3.6308x10-? | 1.1352x107 
1,459 256 373 114 2.9263x10- | 9.7463x10- 
1,626 572 712 140 2.1306x107? | 4.4293хХ 107 
1,958 202 696 162 1.5620x10— | 2.2093 х10-* 
2,440 638 1,062 216 1,0313 х 10 8.5161 x107* 
3,237 456 1,107 252 7.0670x10-* | 4.9006х 1077 
4,044 400 1,054 308 4.5620 x 107* 1,8752x 107? 
5,037 580 1,997 390 3.3527x10-* | 9.8872х10:19 
6,066 600 1,581 460 2.3416x10-* | 4.0664х10-'9 
8,191 739 5,515 304 1.7 x107* 4.0x 10-19 
10,007 544 5,733 400 1.3x 107^ 2.5x10-!9 
20,039 5,704 | 12,319 396 6. 3x 1075 
28,117 19,449 5,600 585 3.0x 107^ 
39,029 10,607 | 26,871 570 2.1x 1075 
57,091 48,188 | 21,101 | 1,084 9.8x 10-* 
82,001 21,252 | 67,997 | 1,978 4.1 x 10-5 
*140,052 | 34,590 |112,313 3.33x 10-8 
*314,694 | 77,723 | 252,365 1.23x 1076 


—— — ————————— A —— ————Ó—— Эгнээ 
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n 2 8, ^, |joG,h) Waln,h) 

60 8 18 22 4 | 3.3875 

118 18 40 52 6 | 1.4214 
180 8 46 74 8 | 8.1807x10-: 
286 16 94 138 12 | 4.4143X10-! 
440 21 136 216 15 |2.5001»10-! 
562 53 89 221 20 | 1.8208x 107! 
732 248 294 324 24 | 1.1232x 107! 
932 116 288 314 26 | 8.0987 x10- 
1,142 130 187 274 32 | 6.7770х1073 
1,354 492 550 658 40 | 4.5581 x 107? 
2,129 766| 1,281] 1,906 32 2.7 x 107 
3,001 174 266| 1,269 46 1.7 x 107 
4,001 113 766| 2,537 51 1.1x107 
5,003 792| 1,889 191 32 9.2x 107? 
6,007 | 1,351] 5,080| 3,086 80 5.9% 10-3 
8,191 | 2,488 | 5,939 | 7,859 72 3.8x 107? 
10,007 | 1,206! 3,421] 2,842 84 3.0x 107? 
20,039 | 19,668 | 17,407 | 14,600 60 1.6x107? 
28,117 | 17,549 | 1,900| 24,455 | 144 6.5x10-* 
39,020! 30,699 | 34,367 605 | 135 4.9x 107* 
57,091 | 52,590! 48,787 | 38,790 | 268 2.8x 107* 
82,001 | 57,270 | 58,903| 17,672 | 250 1.7 x 107* 
100,063 | 92,313 | 24,700] 95,582 | 352 1.1 x 1074 
*147,312 | 136,641 | 116,072 | 76,424 8.5376 10-5 


мл 


- 


r 


W.(n,h) 


.5025 x107? 
.5513Ж10-2 
.2230x107? 
-5466 x 107? 
-3550 x 107* 
.0716x10-* 
.5499 X 107* 
-7288x1075 
-9213x 107° 
.2280 x 107* 
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2 hı А, hs o(n,h) | Wa(», h) 
1,069 63 970 177 6 | 7.4x107 
1,543 58 694 134 8 4.2x107! 
2,129 618 1,705 1,964 9 3.1x107! 
3,001 408 1,681 1,620 18 1.7 x107! 
4,001 1,534 3,005 | 2,544 17 1.2x 1071 
5,003 840 177 3,593 1,311 16 9.2x107* 
6,007 509 780 558 1,693 22 7.0x107? 
8,191 | 1,36 | 4,302 | 7,715 | 3,735 30 | 4.3х10- 
10,007 198 9,183 6,967 8,507 36 3.4x107* 
15,019 10,641 2,640 6,710 ` 784 18 2.9x10-? 
20,039 11,327 11,251 12,076 18,677 21 1.8х 1077 
33,139 32,133 17,866 21,281 32,247 60 8.5107? 
51,097 | 44,672 | 45,346 | 7,044 | 14,242 35 5.4x 10-5 
71,053 33,755 65,170 12,740 6,878 80 2.8x1073 

100,063 | 90,036 | 77,47 | 27,2333 | 6,222 96 1.7 x 107? 
*374,181 | 343,867 | 255,381 | 310,881 | 115,892 1.01 x 107? 


| - 
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(5) (s= 6, 8-1) 


2,129 


3,001 


4,001 


5,003 


6,007 


8,191 


10,007 


15,019 


20,039 


33,139 


51,097 


71,053 


100,063 


*114,174 


5302,686 


h, 


233 
1,751 
2,037 
312 
1,632 
2,240 
8,743 
5,55; 
18,236 

9,931 
18,010 
43,307 


107,538 


285,095 


h, 


15,440 


88,018 


233,344 


h, 


11,204 


844 


6,605 


43,534 


80,974 


214,668 


hs 


279 


51 


9,179 


22,910 


17,340 


13,328 


39,955 


56,747 


150,441 


o(n,h) 


24 
18 


30 . 


Wi(n,h) 


© 


5x07 


6.8x107! 


5.610"! 


3.7 x107! 


2.9x107! 


2.0x107! 


1.3x107! 


6.8x107* 


4.2x107? 


3.3x107? 


1.8X107? 


1.47 Ж 10-2 


3,06х 1073 


. 233 • 


(6) (з-1, h, = 1) 


*3,997 
*11,215 
15,019 
24,041 
33,139 
46,213 
57,091 
71,053 
*84,523 


100,063 


*172,155 


3,888 


10,909 


12,439 


1,833 


7,642 


37,900 


35,571 


31,874 


82,217 


39,040 


167,459 


*234,646 [228,245 


*462,891 


150,265 


*769,518 [748,528 


*957,838 [031,711 


3,564 


10,000 


mE 
2,983 


18,190 


9,246 


17,534 


45,299 


36,082 


75,364 


62,047 


153,499 


209,218 


412,730 


686,129 


854,041 


3,034 


8,512 


8,607 


21,444 


5,584 


41,873 


51,436 


13,810 


64,149 


89,839 


130, 657 


178,084 


351,310 


584,024 


726, 949 


2,311 


6,485 


7,041 


23,858 


23,035 


32,280 


34,679 


6,605 


48,878 


6,347 


99,554 


135,691 


267 ,681 


444,998 


553,900 


1,472 


68,784 


29,969 


30,892 


61,040 


83,197 


164,124 


272,843 


339,614 


30,396 


26,909 


8,065 


9,848 


7,936 


64,404 


18,165 


22,032 


43,464 


72,255 


89,937 


Wan эв) 


6.9х107 


5.0x107! 


3.3x107 


2.5x107! 


2.1x107' 


2.0407 
х10-' 


1.4 107! 


7.2998 
x107? 


8.0209 
x107 


1.9397 
xio? 


1.1891 
х10-° 


7.9563 
х10-° 
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